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ABSTRACT 
 
 
QPOs  (Quasi-Periodic  Oscillations)  are  time  oscillations  that  appear  in  the  light  curve  of  

observational  data  in  x-ray  bands.    They  are  of  mysterious  origin  although  they  are  believed  to  be  

a  result  of  the  intense  gravity  around  neutron  stars  and  black  holes  and  emit  x-rays  from  

accretion  disks.    I  investigate  a  derived  ratio  between  two  periods  has  been  found  in  the  QPO  

data.  The  two  periods,  which  appear  as  peaks  in  the  power  density  spectrum  have  been  found  to  

be  in  a  3:2  ratio  and  can  possibly  distinguish  theoretical  models.  In  the  work  presented  here,  two  

physical  approaches  are  developed  that  can  explain  the  integer  resonance  ratio.   

One  is  a  cusp  layer  model,  which  is  based  on  a  boundary  layer  model  that  uses  the  physical  

conditions  at  opposite  sides  of  said  layer  to  explore  the  magnitude  of  the  vertical  versus  radial  

epicyclic  frequencies  and  confirm  the  anticipated  scales  of  the  observed  frequencies.    It  also  

happens  to  recreate  a  3:2  resonance  ratio  for  the  Keplerian  angular  frequencies  at  the  ISCO,  

taken  as  the  preferred  radius  for  the  boundary  layer  model. 

A  toy  model  was  recreated  and  utilized  to  emulate  the  Alfven  radius  due  to  the  accretion  disk’s  

innate  magnetic  field  and  explore  how  it  serves  as  a  disruption  radius  and  impacts  the  accretion  

of  mass  and  the  effective  inner  edge  of  the  disk.    The  simulations  show  that  there  is  no  

significance  deviation  from  the  ISCO  as  an  effective  inner  edge  for  the  accretion  disk  due  to  the  

magnetospheric  influence  of  the  disk  alone. 

I  also  invoke  a  parameter  to  handle  the  coupling  between  the  vertical  and  radial  epicyclical 

frequencies  and  relate  it  to  the  pressure  within  the  disk.    I  show  the  coupling  is  strongest  at  the  



 xii 

equatorial  plane  where  pressure  is  at  its  maximum  value. 

A  model  I  utilize  is  a  relativistic  resonance  model,  combined  with  a  helioseismological  approach  

to  explore  the  pulsation  of  the  inner  edge  of  the  accretion  disk  that  imparts  the  resonance  of  the  

accreting  matter  moving  along  the  Kerr  space-time  orbits.    The  helioseismological  model  gives  a  

characteristic  frequency  for  small  perturbations  in  the  stellar  matter  within  the  atmosphere  of  a  

star.    The  diskoseismological  model  extends  that  principle  to  material  within  an  accretion  disk.    I  

take  it  to  the  same  extent  that  the  QPO  frequencies  are  due  to  small  perturbations  along  the  

marginally  stable  circular  orbit,  in  the  vertical  and  radial  directions  and  use  it  as  a  probe  into  the  

inner  disk  and  what  information  it  yields.    The  inner  disk  edge,  per  the  model,  is  treated  as  a  

vibrating  surface  that  yields  the  radial  and  vertical  epicyclic  frequencies  as  characteristic  features  

of  the  vibration.    The  epicyclical  frequencies  found  using  the  physical  parameters  of  the  model  

within  the  cusp  layer  inside  the  disk  could  explain  the  physical  context  of  the  phenomenon  

responsible  for  the  creation  of  the  QPOs.    An  approach  within  the  diskoseismological  model  uses  

the  cylindrical  reference  frame  of  a  disk  in  terms  of  the  distribution  of  mass  in  combination  with  

the  strong  gravity  of  the  central  object  and  the  Keplerian  velocity  and  sonic  speed  to  yield  a  

natural  resonance  ratio  of  3/2  as  well. 

The  model  can  be  used  as  a  diagnostic  tool  to  explore  the  physical  phenomena  of  the  material  

orbits  and  the  disk  itself.  Most  importantly,  the  model  can  be  used  to  determine  and  constrain  the  

ratio  of  spin  to  mass  of  the  compact  object  itself.    It  yields  new  information  as  previously  

undetermined  by  any  earlier  model;;  the  adiabatic  index  at  a  specific  radius  within  the  accretion  

disk,  which  serves  to  lend  insight  into  the  innate  phenomena  of  accretion  disks  at  large.    It 

establishes  what  were  previously  unknown  information,  such  as  the  mass  density  distribution  at  a  

specific  radius  and  outward,  the  radius  of  influence  in  terms  of  the  sonic  radius,  the  accretion  
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rate,  and  the  temperature  distribution  at  the  same  radius  for  the  accretion  disk,  as  all  are  

dependent  on  the  adiabatic  index.    In  all  previous  literature,  the  adiabatic  index  is  taken  as  an  

assumptive  estimate,  and  the  models  build  on  that  assumed  value  of  the  adiabatic  index.    This  

model  allows  us  to  obtain  an  actual  value  of  the  adiabatic  index  at  the  ISCO  and  use  it  as  an  

establishing  feature  to  refine  models  on  for  more  physically  realistic  observations. 
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CHAPTER  I 

INTRODUCTION 

 

X-ray  observations  of  compact  objects  have  been  shown  to  have  a  quasi-periodic  feature  

in  the  detected  signals.  These  features  are  called  QPOs  or  Quasi-Periodic  Oscillations.  There  is  

no  standard  model  to  explain  the  nature  of  the  oscillations.  A  QPO  (Quasi-periodic  Oscillation)  is  

a  particular  signal  that  appears  in  the  emitted  radiation  from  stellar  objects  (black  holes,  neutron  

stars,  and  white  dwarfs).    It  manifests  itself  as  a  repeated  brightening  in  the  x-ray  radiation  at  

specific  beats  in  time.    The  repetition  in  brightness  is  thought  to  occur  when  gas  spirals  inward  

towards  the  compact  object  and  heats  up  as  it  piles  up  near  the  stellar  surface  within  an  accretion  

disk,  in  a  localized  region,  to  the  point  it  emits  x-rays.    The  analysis  of  the  brightening  in  the  x-

ray  radiation  do  not  come  in  exact  time  intervals  and  thus  called  quasi  periodic  and  the  frequency  

in  time  is  very  high  on  the  order  of  ten  to  a  thousand  cycles  per  second  (10  Hz  to  1  KHz).    The  

importance  of  QPOs  is  in  their  ability  to  diagnose  both  the  region  around  strong  gravity  and  to  

test  theories  of  General  Relativity.    They  originate  from  regions  of  intense  gravity  and  stand  as  

informative  tests  of  general  relativity.    The  fundamental  source  of  QPOs  must  be  located  near  the  

compact  objects,  so  it  is  necessary  to  explore  the  phenomena  occurring  in  the  vicinity  of  the  

stellar  objects  and  pinpoint  the  causes  of  the  QPOs.   

  Different  models  have  been  proposed  to  explain  the  origin  of  the  QPO  signals.    I  will  

outline  the  current  models  in  the  literature  and  in  this  dissertation  I  will  present  two  models  that  I  

have  developed  to  describe  these  quasi-periodic  oscillations.   
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Observations  of  the  QPO  signals  started  in  1996  with  the  Rossi  X-ray  Timing  Explorer  

and  QPO  frequencies  up  to  1000  Hz  were  detected.    Twin-peak  QPOs  were  also  found,  

consisting  of  two  peaks  of  roughly  same  power  at  high  amplitudes,  at  particular  frequencies  in  an  

energy  range,  although  not  exactly  equal  (Yi,  2007).    A  peculiar  feature  came  into  notice  with  

multiple  observations  from  numerous  sources:  a  persistent  3:2  ratio  between  double  QPO  

frequencies  found  in  certain  spectra  measurements.    This  is  particularly  prominent  for  black  hole  

candidates  although  neutron  stars  do  manifest  the  same  3:2  frequency  ratio  with  the  QPO  peaks  

wandering  about  a  particular  frequency.   

 

There  are  three  distinct  types  of  QPOs:  LFQPO  (Low  Frequency  QPO,  1  to  100  Hz),  

Hecto-hertz  QPO  (100  to  200  Hz),  and  HFQPO  (High  Frequency  QPO,  200-1500  Hz).    The  

individual  peaks  are  associated  with  a  set  of  oscillators  and  the  time  evolution  of  the  oscillator.     

The  HFQPO  is  thought  to  originate  from  orbital  motion  in  the  inner  part  of  accretion  disks  

around  compact  objects,  while  LFQPOs  are  thought  to  originate  from  a  point  farther  out  in  the  

disk.      

There  have  been  a  small  number  of  HFQPOs  detected  for  black  holes  and  many  detected  

for  neutron  stars.    A  unique  feature  of  the  black  hole  HFQPOs  is  that  they  have  a  distinctive  3:2  

ratio  signature,  based  on  persistent  frequency  values  where  the  higher  frequency  will  be  1.5  

times  the  value  of  the  lower  frequency.    Neutron  star  HFQPOs  also  show  the  3:2  ratio-clustering  

feature,  albeit  due  to  two  correlating  peaks  for  both  frequencies  which  switch  amplitudes  when  

passing  the  3:2  ratio.    This  may  be  attributed  to  the  neutron  star’s  strong  magnetic  field  

interacting  with  the  inner  disk  and  affecting  the  phenomenon  responsible  for  the  QPO  signals.  

The  most  likely  effect  of  the  magnetic  field  would  be  to  cause  vertical  and  radial  oscillations  to  
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switch  in  magnitude. 

A  unifying  approach  to  the  model  would  be  to  establish  a  connection,  between  the  

HFQPOs  and  the  strong  gravity  of  the  compact  object  in  question.  This  would  then  be  used  to  

infer  object  properties  using  the  QPO  measurements.    The  constant  3:2  integer  ratio  frequencies'  

stability  implies  a  strong  dependence  primarily  on  the  Kerr  geometry  and  less  so  on  the  physics  

of  the  accreted  plasma  (where  the  magnetic  field  controls  the  overall  advection).    The  Kerr  

geometry  determines  the  strength  of  the  gravity  and  determines  the  conditions  in  the  accretion  

disk. 

 There  are  a  large  variety  of  ideas  and  models  to  explain  QPOs.    Some  cases  are  applied  to  

both  neutron  stars  and  black  holes  to  explain  common  features  between  both,  and  some  are  

limited  to  one  and  not  the  other,  to  explain  the  differences  in  the  signal  features.    Some  models  

also  accommodate  resonances  and  some  do  not. 

There  are  two  general  classes  for  the  QPO  models:  Hotspot  models  and  Disk  Oscillation  

Models.  They  both  relate  the  QPOs  to  a  specific  radius  in  the  accretion  disk,  albeit  with  further  

qualifying  characteristics.     

 

The  Hotspot  Models  are:  Relativistic  Precession,  proposed  by  Stella  (1999),  and  

discussed  (Morsink,  Stella,  1999),  (Stella  and  Vietri,  2012),  and  Tidal  Disruption,  proposed  and  

discussed  by  Cadez  (2008),  Kostic  (2009),  and  Germana  (2009). 

 

The  Disk  Oscillation  Models  are:  Warped  Disk  Resonance,  proposed  and  discussed  by  

Kato  (2000,  2001,  2004,  2005,  2008),  both  the  Epicyclic  and  Keplerian  Resonance  Models  by  

Abramowicz  and  Kluzniak  (2000,  2001,  2004,  2005),  and  two  models  focusing  on  resonances  
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between  non-axisymmetric  oscillating  modes  of  a  torus,  by  Bursa  (2005),  and  Torok  (2010).     

These  models  are  discussed  later  in  this  dissertation  along  with  their  strengths  and  weaknesses.    

There  is  no  universally  accepted  model  that  satisfactorily  explains  all  the  features  of  QPOs  and  

pinpoints  a  single  mechanism. 

The  distinction  between  the  two  models  comes  down  to  dealing  with  the  localization  of  

the  region  responsible  for  the  QPO  signal.  A  hotspot  model  focuses  on  an  angular  section  at  a  

specific  radius  that  co-rotates  with  the  disk,  whereas  a  disk  oscillation  model  shifts  the  focus  to  a  

boundary  region  that  extends  from  a  specific  radius  outward  in  a  full  annular  region,  with  no  

angular  section  preference.    A  crucial  element  that  may  determine  the  validity  of  one  model  over  

the  other  is  the  hydrodynamical  or  magnetohydrodynamical  shear  that  occurs  in  the  vicinity  of  

the  inner  disk  that  aids  or  inhibits  the  coagulation  of  plasma  into  blobs  or  hotspots  that  

congregate  in  angular  sections  or  disperses  outward  into  annular  sections. 

 

A  criterion  for  exploring  variations  in  the  QPO  frequency  is  to  explore  candidates  

responsible  for  the  change  in  frequency.    The  frequency  cannot  be  associated  with  the  star  or  the  

Kerr  space-time  alone,  so  it  is  necessary  to  focus  on  the  gas  within  the  accretion  disk.    Some  

possibilities  depend  on  the  radius  of  the  disk  from  where  the  signals  are  generated,  so  the  search  

for  a  frequency  reverts  to  a  search  for  a  specific  radius.    The  radius  has  to  be  sharp  enough  to  

show  dramatic  changes  over  a  small  radial  distance.     

 

There  are  three  particular  locations  that  qualify  for  the  sharp  radius:  the  boundary  layer  

between  the  disk  plasma  and  the  star;;  the  ISCO  (Innermost  Stable  Circular  Orbit);;  and  the  

transition  region  where  the  flow  becomes  the  most  affected  by  the  star's  magnetic  field.     
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The  first  two  candidates  fit  the  criteria  for  the  HFQPOs  (High  Frequency  Quasi-Periodic  

Oscillations)  since  the  Kerr  geometry  is  the  dominant  influence  over  the  frequency  

characteristics.    The  third  is  an  intriguing  option  for  the  LFQPOs  (Low  Frequency  Quasi-

Periodic  Oscillations)  since  they  are  thought  at  a  radius  further  out  in  the  disk.     

Miller,  Lamb  and  Psaltis  proposed  a  good  candidate  for  a  region  where  the  flow  goes  from  

subsonic  to  supersonic,  known  as  the  sonic  point.    The  inward  radial  velocity  increases  sharply  

with  decreasing  radius  and  this  is  thought  to  be  a  crucial  criterion  for  the  sharp  radius  where  

drastic  changes  in  the  accretion  properties  occur  such  as  plasma  falling  rapidly  towards  the  

compact  object  (Miller  M.  L.,  1998).     

 

There  are  many  kinds  of  matter  waves  in  astronomy.    They  range  from  geological  quakes  

(solid  shock  waves),  to  stellar  explosive  waves  (gas  shock  waves),  to  stellar  pulsations  and  stellar  

convection  waves  (gas  shock  waves),  to  space-time  perturbations  (gravity  waves).    In  my  

dissertation  I  will  concentrate  on  waves  created  in  accretion  disks,  which  are  thought  to  include  

pressure  waves  (p-waves  and  s-waves)  and  gravity  waves  (g-waves).    As  of  currently,  varying  

models  have  offered  different  mechanisms,  which  have  possible  explanations  but  require  more  

precise  data.    I  use  several  models  to  investigate  outcomes  that  can  be  tested.     

 

In  Chapter  I,  I  will  go  over  the  calculation  of  the  periodic  nature  of  QPO  in  the  x-ray  data.  

In  the  introduction  I  discuss  the  nature  of  oscillations  in  stars.      I  discuss  how  the  x-ray  data  is  

collected  and  processed  and  the  QPO  signal  is  detected.     

 

In  Chapter  II  I  continue  the  discussion  of  QPO  models  and  go  through  the  anatomy  of  an  
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accretion  disk  for  a  deeper  look  at  the  parameters  needed  in  analyzing  the  QPO  models.    Then  I  

go  into  detail  about  the  varying  models  that  discuss  the  possible  origin  and  mechanisms  behind  

the  generation  of  the  QPO  signal.  I  also  then  explore  a  cusp  layer  model  that  serves  as  an  

informative  source  of  the  signal  based  on  physical  parameters.  The  physics  of  the  accretion  disk  

and  the  geometry  will  be  explored  to  determine  the  conditions  for  boundary  layer  dimensions  

and  any  further  implications  for  the  radial  distribution  of  matter  to  test  out  the  peculiar  

requirements  for  the  production  of  the  QPO  signal,  such  as  the  scaling  of  the  double  QPO  

frequencies.       

 

In  chapter  III,  I  discuss  the  physical  and  mathematical  vocabulary  of  the  Kerr  metric  

terms  and  how  it  defines  the  geometry  of  space-time  around  a  rotating  compact  object.     

For  chapter  IV,  I  begin  to  look  at  the  Alfven  radius  (where  magnetic  forces  start  to  

influence  the  motion)  and  compare  that  to  the  ISCO  (the  inner  most  stable  circular  orbit).  My  

objective  is  to  utilize  the  Blandford-Znajek  mechanism  as  a  model  to  explain,  and  determine  the  

Alfven  radii  as  prospective  determining  radii  for  the  generation  of  the  LF  (Low  Frequency)  

QPO.    The  radius  at  which  the  magnetic  field  of  the  compact  object  starts  to  affect  the  accreted  

plasma  is  the  Alfven  radius.    The  Blandford-Znajek  mechanism  focuses  on  two  contributing  

magnetic  influences,  the  disk  and  the  compact  object  (black  hole  in  particular).    As  the  plasma  

falls  through  the  event  horizon,  the  magnetic  field  lines  carried  in  with  the  plasma  becomes  

frozen  into  the  flow  outside  the  event  horizon  and  gets  twisted  along  with  the  space-time,  by  the  

rotation  of  the  black  hole,  frame  dragging,  in  Kerr  geometry.     

 

The  disk  is  endowed  with  its  own  electric  current  and  as  it  rotates,  it  generates  a  poloidal  



 7 

magnetic  field.    Each  source  (the  black  hole’s  ergospheric  plasma,  or  the  disk’s)  would  have  a  

corresponding  Alfven  radius,  and  since  the  disk  tends  to  be  the  dominant  influence  in  most  cases,  

its  Alfven  radius  is  the  definitive  radius  for  the  system.  This  means  that  the  effects  of  the  

magnetic  field  become  reduced  as  one  moves  out  from  the  Alfven  radius.    However,  in  cases  of  

high  spin,  the  black  hole's  magnetic  field  becomes  comparable  to  that  of  the  disk,  and  dominates  

it.     

 

Matter  passing  from  the  disk  Alfven  radius  (due  to  the  disk  magnetic  field)  to  the  black  

hole  Alfven  radius  (due  to  the  ergospheric  plasma,  projected  from  the  event  horizon)  would  

change  magnetic  field  strength  and  cause  a  change  in  velocity  in  the  plasma  stream.  This  is  

important  because  it  would  cause  a  magnetohydrodynamical  feedback  in  the  plasma  stream,  

which  indicates  physical  information  can  travel  back  out  into  the  disk.    I  determine  the  location  

of  the  Alfven  radius  due  to  the  accretion  disk’s  magnetic  field  and  how  it  impacts  the  shape  and  

nature  of  the  accretion  disk.     

 

Chapter  V  expands  on  the  basics  of  accretion  disks  and  the  physics  that  govern  them.    

Chapter  VI  deals  with  the  accretion  rate  and  reveals  the  basics  of  the  accumulation  of  matter  by  

compact  objects  and  important  parameters  involved  in  accretion.    This  chapter  bears  information  

which  importance  that  will  become  apparent  in  Chapter  VII. 

 

Chapter  VII  explores  the  phenomenon  of  diskoseismology  and  the  physical  phenomena  

that  accompany  it.    I  now  move  to  a  description  of  the  oscillations  in  the  disk  using  a  model  that  

is  similar  to  that  for  a  star.  The  disk  is  a  massive  body  with  its  own  self-gravity  (that  is  neglected  
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in  contrast  to  that  of  the  central  object  in  terms  of  the  pulsations)  that  constrains  its  boundaries,  

and  is  endowed  with  plasma,  much  like  a  star.    The  disk  differs  from  a  star  in  the  geometrical  

setting:  the  star  is  spherically  symmetric  and  the  disk  is  an  axisymmetrical  torus  that  is  

preferably  described  with  a  cylindrical  reference  frame.    The  ISCO  (Innermost  Stable  Circular  

Orbit)  or  marginally  stable  radius  is  the  last  radius  where  infalling  particles’  angular  velocities  

remain  Keplerian  inside  a  radius.  The  warped  space-time  starts  to  change  the  particles’  

trajectories.  This  is  done  via  a  precession  process  inside  that  radius  in  closer  proximity  to  the  

compact  object.    For  most  models,  the  disk  inner  edge  is  set  at  the  ISCO.    In  the  disk’s  reference  

frame,  it  behaves  as  a  gravitationally  bound  body  of  heated,  charged  mass  that  behaves  like  a  

section  of  gas  in  a  pulsating  star.    The  disk  has  a  pulsating  surface,  driven  by  convection  and  

radiation  processes  in  its  interior.   

   

I  also  create  a  classical  diskoseismological  approach  for  the  HF  (High  Frequency)  QPOs  

and  show  that  the  natural  motion  of  infalling  gas  along  Kerr  space-time  produces  a  unique  

relativistic  beat  that  determines  the  HF  QPO  frequency  signature.    The  ISCO  (Innermost  Stable  

Circular  Orbit),  also  known  as  the  marginally  stable  circular  orbit,  serves  as  a  natural  boundary  

for  the  inner  edge  of  the  disk  and  the  inner  edge  as  a  result  of  the  moving  plasma,  the  radius  of  

the  inner  edge  oscillates  to  a  beat  imparted  by  the  unique  Kerr  geometry  in  its  proximity.    The  

diskoseismological  approach  also  yields  a  previously  unknown  quantity,  the  adiabatic  index,  

which  was  taken  as  an  assumed  value  in  previous  papers.    The  adiabatic  index  is  the  ratio  of  

specific  heats  of  a  gas  and  speaks  to  the  nature  of  the  advecting  gas  within  the  accretion  disk.    

Accretion  disk  models  almost  always  invoke  a  polytropic  equation  of  state  to  describe  the  gas.    

Disk  oscillations  are  incumbent  on  the  speed  of  sound,  in  terms  of  the  pressure,  which  relies  on  
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the  adiabatic  index.     

 

The  diskoseismological  model  developed  in  this  dissertation  invokes  two  equations  being  

equivalent  to  each  other,  one  derived  via  the  hydrostatic  equilibrium  condition  that  yields  an  

acoustic-based  equation  pertaining  to  the  pressure  involved  in  the  plasma,  and  the  other  from  the  

epicyclic  frequency  equations  derived  from  Abramowicz’s  paper  (Abramowicz  M.  A.,  2002).   

 

Chapter  VIII  delves  into  the  helioseismological  expressions,  and  modifies  it  for  the  

accretion  disk  setting.    It  then  uses  the  QPO  frequency  in  that  context  as  a  probe  into  the  inner  

disk  of  the  accretion  disk  and  reveals  the  nature  of  the  gas  in  that  region.    By  connecting  the  

QPO  frequency  to  the  adiabatic  index  affirmatively,  it  yields  more  information  about  the  

composition  of  the  accretion  disk  than  one  would  expect.    This  adiabatic  index  value  also  serves  

as  a  parameter  that  serves  to  constrain  the  ratio  of  the  angular  momentum  to  the  mass  of  the  

compact  object  as  to  align  with  the  radial  and  vertical  epicyclic  frequency  expressions.     

This  is  expected  to  happen  because  the  frequencies  are  equal  and  when  the  Keplerian  

frequencies  are  factored  out,  the  remaining  expressions  are  left  equivalent  to  each  other  and  the  

three  factors  in  the  expressions  (adiabatic  index,  mass,  and  angular  momentum  parameter,  a)  act  

as  a  constraint  so  the  net  value  is  zero.    Knowing  two  of  these  factors  yields  the  third  value  to  

satisfy  the  expression.  At  the  marginally  stable  radius,  the  disk  has  its  closest  approach  to  the  

compact  object  (black  hole)  and  it  is  at  that  point  the  compact  object  has  its  strongest  influence  

in  contrast  to  the  rest  of  the  disk  where  plasma  motion  reduces  to  the  Newtonian  values.        

Material  inside  the  ISCO  radius,  called  the  plunging  region,  will  be  moving  at  relativistic  speeds  

as  it  approaches  the  horizon.    No  stable  orbits  are  supported  inside  the  ISCO  radius,  and  the  
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particles’  orbits  start  to  precess  and  lead  to  increased  collisions  between  each  other.    Their  

angular  momentum  is  dissipated  and  their  paths  become  one  of  a  free-fall  towards  the  central  

object.    The  plasma  will  have  an  adiabatic  index  of  4/3  at  the  event  horizon,  which  is  the  value  

for  relativistic  gas. 

   

The  value  of  the  adiabatic  index  also  gives  us  the  radius  of  influence  in  terms  of  the  sonic  

radius,  and  the  density,  radial  velocity,  and  temperature  distributions  as  stated  in  Novikov  and  

Thorne’s  classic  paper  (Novikov  I.  a.,  1973),  which  took  the  adiabatic  index  as  a  presumed  value,  

𝛾  =  1.4.  In  the  dissertation  presented  here  I  calculate  the  adiabatic  index  value.    The  listed  

quantities  are  derived  algebraically  and  are  used  to  describe  the  general  accretion  traits  of  

general-relativistic  disks.    I  will  determine  the  value  of  the  adiabatic  index  within  the  range  of  

ideal  gas,  5/3,  to  relativistic  gas,  4/3.    Using  the  Abramowicz  QPO  frequency  expression  to  yield  

the  value  of  the  adiabatic  index  sets  the  location  of  the  accreting  gas  at  the  ISCO  and  tells  us  

about  the  nature  of  the  gas  advecting  across  that  radius.    For  a  higher  spin,  the  ISCO  moves  

inward  to  an  orbit  at  a  radius  that  becomes  increasingly  closer  to  the  event  horizon  until  at  

maximal  spin,  the  ISCO  coincide  at  the  same  radius  as  the  event  horizon.    For  an  inwardly  

moving  ISCO,  the  adiabatic  index  would  shift  towards  a  relativistic  gas  value. 

 

The  quantities  discussed  in  Chapter  VI  is  loosely  dependent  on  the  adiabatic  index  so  by  

confirming  the  value  of  the  adiabatic  index  in  Chapter  VII  and  Chapter  VIII,  which  was  

previously  taken  as  an  estimated  value  in  models,  it  can  confirm  a  key  feature  observationally.   

 

Chapter  IX  delves  into  the  nature  of  the  pulsations  and  what  it  reveals  about  the  
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mechanisms  of  the  inner  disk,  and  focuses  on  particular  features  of  the  diskoseismological  

equations.    It  also  reveals  trends  about  the  frequency  of  the  pulsations  and  the  significance  in  

terms  of  the  properties  of  the  compact  object. 

In  the  Conclusions,  I  summarize  the  important  implications  of  the  equations  and  their  

solutions  and  what  it  means  in  terms  of  the  accretion  disk  and  the  QPO  signal  in  general. 

 

 

Detection  Process  of  QPO  Signals 

 

The  process  of  obtaining  the  stellar  QPO  observations  begins  with  the  following  steps:  a  

x-ray  telescope  with  a  detector  focuses  on  a  point  source  and  three  regions  in  space  are  defined;;  

two  source  regions  (the  compact  object  under  observation,  and  a  star  for  reference)  and  one  

background  region,  which  will  be  used  to  create  light  curves.    An  extraction  range  (area  of  

capture,  usually  circular)  is  centered  on  the  star  of  concern,  with  a  position  and  radius  selected  to  

focus  on  the  capture  region  to  extract  the  background  region.    The  data  is  recorded  over  a  time  

range  (from  minutes  to  hours),  with  the  option  of  excluding  a  particular  block  of  time,  giving  the  

option  of  refining  the  duration.    The  raw  data  is  counts  of  x-ray  particles  and  can  be  converted  

into  intensity  and  plotted  against  time,  this  is  the  x-ray  light  curve.     

 

A  separate  background-subtracted  light  curve  is  created  for  contrasting  with  the  source  

light  curves.    The  light  curve  is  created  using  the  count  rate,  which  is  the  counts  per  bin  per  total  

observational  good  time,  or  counts  per  time  bin,  merged  with  intersecting  good  time  intervals,  

depending  on  observational  conditions  and  is  expressed  in  terms  of  intensity  (or  number  of  
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photon  strikes  onto  the  detector  chip)  over  an  time  interval.   

 

 

Figure  1.  X-ray  light  curves  of  GRS  1915+105  on  day  152  with  finer  time  resolution.  This  light  

curve  covers  from  14:56:15  to  15:13:18.  (Corbet,  2004)  

 

A  filter  can  be  used  to  limit  an  energy  range,  for  example,  0.3-10  keV.    Each  channel  for  

the  filter  is  set  in  one  unit  of  10  eV.    A  count  bin  is  a  snapshot  in  duration,  or  time  period  for  

capture.    A  binsize  is  set  in  terms  of  seconds  (binsize  10  =  10  seconds).    The  light  curves  are  

created  for  the  two  source  regions,  including  the  background  counts  to  check  for  data  artifacts.    

The  light  curve  is  corrected  for  bad  columns  (gaps  in  data)  and  the  loss  of  counts  due  to  the  use  
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of  an  annulus,  and  the  background  light  curve  data  subtracted.    If  an  instrumental  feature  appears  

in  both  sources,  it  would  appear  in  both  curves.    If  the  feature  is  present  in  both  the  background  

subtracted  and  unsubtracted  light  curves,  it  is  not  a  background  feature.    If  the  feature  does  not  

appear  in  both  sources,  the  dip  in  the  count  rate  is  taken  as  an  indication  of  a  variable  star.     

 

In  the  case  of  QPO’s,  gamma  ray  burst  light  curves  (which  also  emits  in  x-rays),  or  any  

variable  x-ray  source,  where  the  count  rate  changes  dramatically  over  time,  a  light  curve  can  be  

produced  with  a  fixed  number  of  counts  per  bin,  as  opposed  to  a  constant  binsize.    Power-laws,  

broken  power-laws  models  can  be  fit  to  the  light  curve  to  process  the  data  and  reveal  its  context.    

Timing  analysis  can  also  be  used  to  search  for  structure  in  the  data  (Meringa,  2013).     

 

 

General  methods  in  Asterseismology 

 

Asterseismology  is  the  study  of  the  inner  dynamics  and  characteristics  of  stars,  including  

their  variability  and  periodicities.    I  will  now  make  the  connection  between  periods  found  in  

oscillating  stars  to  the  possible  variability  found  in  the  movement  of  gas  in  the  accretion  disks  

around  compact  objects.    The  variability  can  be  used  to  connect  the  QPO  x-ray  observations  to  

the  inner  dynamics  and  characteristics  of  accretion  disks  and  treat  it  as  a  diagnostic  probe  into  

their  interior.  I  now  discuss  the  basics  of  variable  stars  and  then  apply  the  theory  to  a  disk  

scenario. 

Variable  stars  with  periods  have  been  known  to  exist  since  the  17th  century,  when  the  

astronomer  Jan  Fokkens  Holwarda  discovered  the  magnitude  of  the  star  Mira  had  a  period  of  
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eleven  months  (Hoffleit,  1977).    The  astronomer  Harold  Shapley  didn’t  establish  the  relation  

between  variability  and  stellar  pulsations  concretely  until  almost  three  centuries  later  in  1914  

after  Henrietta  Leavitt  discovered  the  relation  between  distance  and  luminosity  in  her  Periodic-

Luminosity  relation  in  1908,  which  helped  clarify  the  relationship  between  the  two  concepts  

(Leavitt,  1908). 

A  solar  oscillation  reveals  inner  dynamics  and  characteristics  of  stars  (such  as  the  Sun,  for  

one),  and  is  the  basis  of  research  in  the  field  of  helioseismology.    Expanding  such  ideas  to  other  

stars  leads  to  the  field  of  asterseismology.     

 

Pulsation  frequencies  are  sensitive  to  the  internal  structure  characteristics  of  the  star  and  

each  frequency  serves  as  a  distinct  probe  into  different  regions  of  the  inner  structure.     

Current  knowledge  of  the  stars  is  limited  by  assuming  spherical  symmetry.    In  general,  rotation  

and  magnetic  fields  are  excluded  in  interior  stellar  models.    In  this  dissertation,  I  invoke  

Keplerian  rotation  for  my  accretion  disk  models  and  model  the  magnetic  field  of  the  accretion  

disk  as  well.    Departures  from  sphericity  have  been  found  through  the  process  of  interferometry,  

due  to  improved  technology  and  tools  (Domiciano  de  Souza,  2003).     

A  variable  star  can  belong  to  different  pulsating  classes  if  detected  modes  of  different  

origin  are  excited.    They  are  classified  into  types,  according  to  their  amplitudes,  periods,  

temperatures,  light  curve  shapes,  and  other  parameters.    Stars  exhibit  a  broad  range  of  pulsations;;  

the  largest  pulsations  are  the  radial  pulsations  in  spherical  symmetry.     

In  distant  stars,  only  the  large-scale  structure  can  be  resolved  since  the  small-scale  structure  

details  are  averaged  out  in  the  observations.    The  sensitivity  of  brightness  variations  are  limited  

to  modes  with  less  than  3  to  4  node  lines  at  the  surface  of  the  star. 
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     The  general  measure  of  stellar  pulsation  periods  is  the  dynamical  timescale,  given  as: 

𝑡ௗ௬ = ቀோ
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మ
                                                                                                                        (1.1) 

where  R  is  the  surface  radius  of  the  star,  M  being  the  mass  of  the  star,  G  the  gravitational  

constant,  and  𝜌  the  mean  density  of  the  star.    It  is  also  proportional  to  the  inverse  of  the  

Keplerian  frequency.    The  pulsation  period  of  the  star  can  give  an  indication  of  the  general  

properties  of  the  star  itself.     

Modes  are  either  standing  acoustic  waves  (known  as  pressure  modes,  or  p-modes),  or  

internal  gravity  waves  (known  as  g-modes),  which  involve  departure  from  the  spherical  

symmetry  and  are  non-radial  by  definition.     

Waves  or  oscillations  can  be  intrinsically  stable,  or  intrinsically  unstable.    Intrinsically  unstable  

oscillations  emanate  from  amplification  of  small  disturbances  through  the  heat-engine  

mechanism  (cooling  plasma  sinking  and  compressing  and  becoming  more  opaque  to  radiation,  

then  becoming  heated  again  and  rising  against  increased  pressure  underneath  the  pocket  of  

plasma,  expanding  in  the  process  and  becoming  more  transparent  to  radiation,  releasing  pent-up  

radiation  and  energy  in  the  process)  in  a  particular  region  of  the  star.    The  perturbation  grows  in  

amplitude  until  an  amplitude-limiting  mechanism  kicks  in  (the  limits  set  by  the  opacity  

mechanism  which  serves  as  a  valve  in  releasing  or  retaining  radiation  within  a  layer  in  the  star),  

locking  in  the  final  amplitude  of  the  oscillation.     

The  pulsation  mechanism,  the  process  of  producing  a  wave  or  oscillation,  depends  on  the  

details  of  the  type  of  mode  (g-mode,  s-mode,  or  p-mode),  so  the  amplitudes  will  vary  over  the  

range  of  unstable  modes.    It  depends  on  the  location  in  the  star  that  describes  the  physical  

conditions  of  the  gas  (opacity)  within  the  stellar  structure.    An  example  is  the  Cepheid  instability  

strip,  which  is  indicated  as  dotted  lines  that  cuts  almost  vertically  across  the  diagram  and  serves  
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as  dividing  lines  between  pulsation  classes.    The  type  of  radial  pulsation  found  in  Cepheids  is  

referred  to  as  Classical  pulsations.    Observationally  this  can  be  plotted  in  certain  specific  regions  

in  the  Hertzsprung-Russell  diagram,  called  the  instability  strip,  which  displays  an  array  of  stars  

with  different  pulsation  classifications.     

 

Intrinsically  unstable  oscillations  or  pulsations  are  stochastically  excited,  by  external  

forcing  (such  as  near-surface  convection).    Amplitudes  are  determined  by  the  balance  between  

the  energy  input  by  both  forcing  and  damping.      The  forcing  and  the  damping  vary  relatively  

slowly  with  frequency,  so  the  excitation  of  modes  result  in  a  substantial  frequency  range.    These  

kinds  of  pulsations  are  known  as  solar-like  pulsations.    The  final  amplitude  is  determined  by  the  

gravity  of  the  star,  which  we  will  later  see  is  important  in  the  oscillations  of  the  material  in  an  

accretion  disk. 

 

 

Optical  Stellar  Oscillation   

 

The  first  step  in  understanding  disk  dynamics  is  to  look  at  stellar  pulsations.    Photometry  

and  spectroscopy  are  used  as  asterseismology  techniques.    Information  on  stellar  oscillations  or  

pulsations  comes  from  optical  photons.    Oscillations  affect  the  amount  of  light  emitted  or  flux  (in  

units   ௦
௦∗మ)  emanating  from  pulsating  stars.    The  physics  of  why  this  occurs  can  be  understood  

because  the  material  oscillating  at  the  surface,  under  influence  of  gravity,  will  change  the  amount  

of  radiation  emerging  due  to  changes  in  temperature,  pressure  and  density.      In  the  case  of  QPOs  

(quasi-periodic  oscillations),  this  can  apply  to  accretion  disks,  as  I  will  show  later.    The  flux  of  
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light  is  calculated  by  integrating  over  a  source  function  (a  term  in  the  radiation  transfer  equation  

that  accounts  for  the  emission  of  light  from  material,  S)  along  the  line  of  sight  from  the  star.  The  

flux  is  determined  by  the  emission  of  light  from  the  full  surface  of  the  star  and  can  be  related  to  

the  luminosity.  For  the  geometry  in  a  disk  the  flux  is  still  an  integration  over  the  material  that  is  

producing  photons.  The  furthest  seen  into  a  gas  in  any  geometry  is  given  by  the  optical  depth  and  

the  last  scattering  photon  at  an  optical  depth  of  τ  =  2/3.    The  intensity  variations  due  to  intrinsic  

pulsation  of  the  star  can  be  derived  from  photometry  time  series.    It  is  from  the  variation  of  the  

light  from  stars  that  are  pulsating  star  that  we  know  a  mechanism  exists  inside  the  star  that  makes  

it  increase  and  decrease  its  radius.  It  is  this  mechanism  that  I  will  use  to  explain  the  movement  of  

gas  in  the  accretion  disks  around  compact  objects. 

 

To  explore  the  pulsation  mechanism  and  how  it  affects  the  flux  of  light,  there  needs  to  be  

a  discussion  of  the  events  that  transpire  during  the  pulsation  cycle.     

The  physicist,  Sir  Arthur  Eddington,  proposed  the  concept  that  pulsating  stars  are  

thermodynamic  heat  engines;;  the  gases  within  the  layers  of  the  star  do  work  as  they  expand  and  

contract  during  the  pulsation  cycle.    If  a  layer  does  positive  work  on  its  surroundings,  it  

contributes  to  driving  the  oscillations.    If  a  layer  does  negative  work  on  its  surroundings,  it  

dampens  the  oscillations.    If  the  total  work  of  the  layers  is  positive,  the  oscillations  will  grow  in  

amplitude  and  if  the  total  work  is  negative,  the  oscillations  will  decay  as  a  result.    So  it  continues  

until  equilibrium  is  attained  and  the  total  work  is  zero.     

 

A  driving  process  entails  heat  flowing  into  a  layer  during  a  high-temperature  part  of  the  

cycle  and  leaving  during  a  low-temperature  part  of  the  cycle.    The  driving  layers  absorb  heat  at  
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the  time  of  their  maximal  compression,  and  maximal  pressure  will  be  attained  after  maximal  

compression.    The  oscillations  will  be  amplified  at  this  point.    At  the  center  of  the  star,  the  matter  

is  compressed  and  the  temperature  rises  as  a  consequence  and  thermonuclear  energy  is  

generated.    The  energy  mechanism  (𝜖-mechanism)  operates  in  the  core  of  the  star  although  it  is  

not  enough  to  drive  the  pulsations.     

Eddington  proposed  a  valve  mechanism;;  if  a  layer  became  more  opaque  during  

compression,  the  energy  flowing  towards  the  surface  gets  stored  up  and  dammed,  pushing  the  

surface  layers  up.    When  the  expanding  layer  becomes  more  transparent,  the  trapped  heat  escapes  

and  the  layer  collapses  back  to  its  original  position.    In  the  remainder  of  the  star,  the  opacity  

decreases  with  compression.    The  opacity  𝜅  depends  on  density  and  the  temperature  of  the  stellar  

gases: 

𝜅 ∝ ఘ

்
ళ
మ
                     (1.2) 

In  compressing  the  layers  of  a  star,  the  density  and  temperature  increases.  Although  the  

opacity  is  more  sensitive  to  temperature  changes,  the  opacity  decreases  with  compression  as  a  

result.    It  requires  special  conditions  for  stellar  pulsations.    These  special  conditions  were  

identified  by  S.A.  Zhevakin,  and  verified  by  Rudolph  Kippenhahn,  Norman  Baker,  and  John  

Cox.     

 

They  determined  the  regions  within  a  star  where  the  valve  mechanism  can  operate  

successfully  are  the  partial  ionization  zones,  layers  of  the  star  where  gases  are  partially  ionized.    

Part  of  the  work  done  on  the  gases  while  compressed  gets  directed  into  ionizing  the  matter  rather  

than  heating  the  gas  itself.    With  a  smaller  temperature  rise,  the  opacity  increases  with  the  

increase  in  density.    The  ions  recombine  with  electrons  and  release  energy  during  expansion  and  
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the  opacity  decreases  with  the  decrease  in  density.     

This  opacity  mechanism  is  referred  to  as  the  к-mechanism.    In  the  partial  ionization  zone,  

the  к-mechanism  is  supported  by  the  tendency  of  heat  flow,  during  compression,  into  the  zone  

(due  to  its  temperature  being  lower  than  that  of  its  surroundings).    The  heat  flow  effect  is  referred  

to  as  the  γ-mechanism,  due  to  the  smaller  ratio  of  specific  heats,  CV  and  CP,  having  larger  values  

each.    The  partial  ionization  zones  serve  as  the  pistons  that  drive  the  pulsations  of  the  star.    

Convection  is  the  thermal  process  that  determines  the  efficiency  of  the  pulsation.    The  pulsations  

will  affect  the  variability  in  the  emitted  radiation  during  each  pulsation  cycle  in  terms  of  

modulating  the  released  photons  as  the  opacity  varies  in  time  and  controls  the  release  of  the  

radiation  from  the  partial  ionization  zones.    Spectroscopic  time-series  give  direct  measures  of  

change  in  the  surface  velocity.    Observations  in  light  curve  and  spectra  give  pulsation  properties  

such  as  luminosity,  period,  frequency,  and  velocity  values  and  then  through  analytic  and  

computer  models  used  to  determine  the  amplitude  of  the  pulsation  at  the  surface  of  stars  and  the  

physical  processes  occurring  in  the  interior  that  power  the  pulsations.   

 

It  is  at  this  point  it  becomes  relevant  to  understand  the  physics  behind  pulsations  that  

occur  in  stellar  interiors,  such  as  that  of  the  Sun.    The  physical  equations  described  below  show  

how  physical  perturbations  travel  through  the  interior  gas  in  stars,  and  I  extend  this  to  accretion  

disks  with  some  modifications  in  Chapter  VIII.      First,  we  start  with  the  Sun,  for  example. 

In  the  basic  helioseismological  setting,  we  start  with  the  basic  physical  properties  and  work  from  

there.   

  Starting  with  Newton’s  second  law: 

𝑚ௗమோ
ௗ௧మ

=   − ீெ
ோమ

+ 4  𝜋𝑅ଶ  𝑃     (1.3) 
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In  the  equilibrium  model,   

ீெ
ோబమ

= 4𝜋𝑅ଶ𝑃                                                                              𝑚
ௗమோ
ௗ௧మ

= 0    (1.4) 

 

The  quantities,  R  (radius)  and  P  (pressure),  can  be  linearized  by  writing  them  as: 

𝑅 = 𝑅 + 𝛿𝑅                                                      𝑃 = 𝑃 + 𝛿𝑃    (1.5a,b) 

 

Inserting  equations  (8.3a,b)  into  equation  (8.1)  yields  the  following  expression: 

𝑚ௗమ(ோାఋோ)
ௗ௧మ

=   − ீெ
(ோାఋோ)మ

+ 4𝜋(𝑅 + 𝛿𝑅)ଶ(𝑃 + 𝛿𝑃)   (1.6) 

 

Taking  the  first  order  approximation: 

ଵ
(ோାఋோ)మ

  ≈ ଵ
ோమ
ቀ1 − 2 ఋோ

ோ
ቁ     (1.7) 

And  focusing  only  on  the  terms  up  to  the  first  power  of  the  delta  gives  us: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

=   − ீெ
ோమ

+ ଶீெ
ோయ

  𝛿𝑅 + 4𝜋𝑅ଶ  𝑃 + 8𝜋𝑅𝑃𝛿𝑅 + 4𝜋𝑅ଶ𝛿𝑃  (1.8) 

 

Since  from  the  equilibrium  model,  the  hydrostatic  equilibrium  condition  requires  that  the  

following  equation  is  true: 

                        ீெ
ோమ

=   4𝜋𝑅ଶ𝑃           (1.9) 

 

With  this  condition,  two  of  the  terms  cancel  and  gives  us: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 + 8𝜋𝑅𝑃ை𝛿𝑅 + 4𝜋𝑅ଶ𝛿𝑃   (1.10) 
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To  reduce  𝛿𝑅  𝑎𝑛𝑑  𝛿𝑃  to  one,  the  oscillations  are  presumed  to  be  adiabatic.    The  adiabatic  

relation  relates  the  pressure  and  the  volume, 

𝑃𝑉ఊ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡           (1.11) 

Where  𝛾  is  the  ratio  of  specific  heats  of  the  gases.    The  volume  of  the  model  is  ସ
ଷ
𝜋𝑅ଷ,               

(1.12) 

so  the  adiabatic  relation  can  be  modified  as:         

𝑃𝑅ଷఊ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡     (1.13) 

The  linearized  version  of  this  relation  is  stated  as: 

ఋ

=   −3𝛾 ఋோ

ோ
      (1.14) 

Inserting  this  into  Newton’s  second  law  expression  (linearized  version)  gives  us: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

  =    ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅     +     8𝜋𝑅ଶ𝑃𝛿𝑅     +     4𝜋𝑅ଶ𝛿𝑃   (1.15) 

Recalling  the  hydrostatic  equilibrium  condition  (equation  1.9),    ீெ
ோమ

=   4𝜋𝑅ଶ𝑃      

and  rewriting  (1.15)  in  terms  of  (1.9)  adjusts  the  following  equation  in  a  way: 

ଶ
ோ
(4𝜋𝑅ଶ𝑃)𝛿𝑅 = ଶ

ோ
ቀீெ

ோమ
ቁ 𝛿𝑅    (1.16) 

 

And  the  equation  (1.15)  becomes: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 + ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 + 4𝜋𝑅ଶ ቀ


ቁ 𝛿𝑃           (1.17a) 

= ସீெ
ோయ

𝛿𝑅 + 4𝜋𝑅ଶ𝑃 ቀ
ఋ

ቁ       (1.17b) 

 

Inserting  the  adiabatic  relation  (eq.  1.14)  into  the  last  term  of  (1.17b)  gives  us: 

= ସீெ
ோయ

𝛿𝑅 + ቀீெ
ோమ

ቁ ቀ−3𝛾 ఋோ
ோ
ቁ        (1.17c) 
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𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= (4 − 3𝛾) ቀீெ
ோయ

𝛿𝑅ቁ               (1.17d) 

This  yields  a  harmonic  oscillator  expression: 

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ (3𝛾 − 4) ቀீெ
ோయ
  𝛿𝑅ቁ = 0     (1.18) 

Let  𝛿𝑅 = 𝑒ఒ௧;  and  inserting  it  in  eq.  (8.17)  gives  the  following:                          

(1.19)     ቀ𝜆ଶ + (ଷఊିସ)ீெ
ோయ

ቁ 𝑒ఒ௧ = 0              

(1.20) 

(𝜆ଶ + 𝜔ଶ)𝑒ఠ௧ = 0                 (1.21) 

Which  means  the  roots  of  equation  (1.21)  are: 

𝜆 = ±𝑖𝜔                   (1.22) 

So  the  radial  relation  becomes:   

  𝛿𝑅 = 𝐴  𝑒ఠ௧ = 𝐴  𝑒
(యംషర)ಸಾ

ೃ
య ௧

             

(1.23) 

The  adiabatic  index  determines  the  dynamical  stability  of  the  stellar  object.    If  the  

adiabatic  index  𝛾 < ସ
ଷ
,  the  exponent  becomes  negative  and  the  stellar  object  collapses.  In  this  

context,  matter  would  be  succumbing  to  the  force  of  gravity  in  a  free-fall.      If  the  adiabatic  index  

𝛾 > ସ
ଷ
,  the  exponent  is  positive  and  the  equation  expresses  simple  harmonic  motion  of  the  matter  

within  the  stellar  object  and  summarizes  the  harmonic  behavior  as  pulsations  in  the  matter.     

 

The  angular  frequency  is  obtained  thusly: 

𝜔ଶ = (ଷఊିସ)ீெ
ோయ

        and  for  an  ideal  gas,  𝛾 = ହ
ଷ
    

(1.24a,b) 
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𝜔ଶ = ቀ3 ቀହ
ଷ
ቁ − 4ቁ ீெ

ோయ
  =    ீெ

ோయ
    (1.25) 

𝜔 = ቀீெ
ோయ
ቁ
భ
మ      (1.26) 

 

The  frequency  of  the  pulsations  is  also  same  as  the  Keplerian  frequency.    The  period,  or  the  

dynamical  timescale  for  the  pulsations  can  be  expressed  by  the  following  equation  (Carroll  B.  

W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996): 

𝛱 = ଶగ

ටరഏಸഐ(యംషర)
య

= ଶగ
ఠ

     (1.27) 

 

The  pulsations  manifest  a  periodicity  that  is  determined  by  the  frequency  of  the  simple  harmonic  

oscillator  equation  derived  from  the  helioseismological  model.    In  Chapter  VIII  these  equations  

will  be  adapted  for  an  accretion  disk  in  a  cylindrical  reference  frame  in  order  to  assess  the  QPO  

problem.    I  will  show  that  (1)  the  QPO  periodicity  is  a  direct  consequence  of  pulsations  at  a  

specific  radius  in  the  accretion  disk  and  (2)  the  diskoseismological  equations  in  the  cylindrical  

reference  frame  can  describe  the  oscillations. 

 

 

 

Determining  the  Periodicity  of  X-Ray  Light  Curves 

 

Oscillating  matter  will  have  a  periodicity  to  its  motion.    To  find  the  periodicity  of  an  x-ray  

emission  that  originated  from  a  compact  object,  we  have  to  find  periodic  emissions  in  the  x-ray  

light  curve.    In  order  to  find  a  distinctive  period  it  is  common  to  take  the  Fourier  Transform  of  
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the  time  series  data  (light  curve)  and  produce  a  power  spectrum.  The  plasma  is  heated  to  the  

point  that  it  emits  x-rays.    The  observed  radiation  is  recorded  by  satellite  telescopes  that  detect  

the  time  of  arrival  of  each  photon  that  hits  the  detector  with  an  accuracy  of  microseconds.    This  

provides  a  count  rate  time  series  c(t),  which  is  inserted  in  a  Fourier  transform  and  squared  to  

provide  a  power  density.    Timing  analysis  is  used  here.   

A  mathematical  approach  is  utilized  to  single  out  the  peaks  of  the  signal  from  the  noise.    

A  Fourier  integral  is  applied  to  find  the  amplitude  in  the  frequency  domain  for  a  known  function  

of  time,  f(t),  the  amplitude  being  represented  by  F(w): 

𝐹(𝑤) = ∫ 𝑓(𝑡)𝑒ି௪௧𝑑𝑡ஶ
ିஶ                                                                                                             (1.28) 

 

A  Fast  Fourier  Transform  (FFT)  is  generally  the  algorithm  used  to  process  the  data  and  

find  the  discrete  Fourier  transform  and  its  inverse.    Fourier  analysis  converts  time  to  frequency  

and  vice  versa.    The  transform  will  take  the  data  over  a  time  domain  and  convert  it  to  data  over  a  

frequency  domain,  resulting  in  peaks  at  particular  frequencies.    If  the  signal  was  represented  by  a  

single-frequency  harmonic  function,   

𝑓(𝑡) =   𝐴  𝑐𝑜𝑠(𝜔  𝑡 +  𝛿)                                                 

(1.29) 

where  A  signifies  the  amplitude,  𝜔  the  angular  frequency,  and  δ0  the  phase  shift,  F(𝜔)  would  

have  delta-function  peaks  at  𝜔  =  𝜔  and  𝜔  =  −𝜔.     

 

A  Leahy  normalization  is  used  where  N  is  the  total  of  counts  and  T  is  the  duration  of  the  

observation  (van  der  Klis,  Quasi-periodic  oscillations  and  noise  in  low  mass  x-ray  binaries,  

1989).    The  pure  Poisson  noise  has  a  chi-squared  distribution  with  the  probability  of  a  power  
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greater  than  P  in  a  given  bin  being  𝑒ିఠ௧.   

 

It  makes  it  possible  to  determine  the  chance  probability  of  a  peak  in  a  greater  density  spectrum.     

𝑃(𝜔) = ଶ
ே
ቂ∫ ห𝑐(𝑡)  𝑒ି௪௧หଶ𝑑𝑡்
 ቃ                                                                                                      (1.30) 

 

The  fractional  root  mean  squared  variability  at  frequency,  𝜔,  is    ቂ(ఠ)
ே
ቃ
భ
మ  .     

 

 

Figure  2.    A  detailed  view  of  the  kilohertz  QPO  in  Sco  X-1.  (RXTE  Guest  Observer  Facility,  

2001) 

The  black  holes’  power  density  spectra  have  features  comparable  to  an  energy  spectrum.    
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Power  laws  describe  long  stretches  (akin  to  a  continuum  spectrum)  with  gradual  changes  in  the  

slope  and  sharper  features  (spectral  lines).    In  the  power  density  spectra,  the  frequencies  are  the  

time  between  flux  increases  in  the  x-ray  energy  bands,  set  by  the  filter.    The  fast  Fourier  

Transform  converts  the  time  domain  into  a  frequency  domain  and  gives  us  the  characteristic  

frequency  associated  with  a  significant  periodicity.    A  periodic  variation  in  luminosity  would  

manifest  itself  as  a  delta  function  for  a  long  observation.    There  are  a  number  of  broad-peaked  

features  that  emerge  in  the  power  density  spectra  with  a  Gaussian  distribution  in  the  peaks,  and  

those  are  identified  as  the  quasi-periodic  oscillations  (QPOs).    A  pronounced  peak  would  signify  

a  definite  period,  but  a  wider  peak  indicates  an  overlap  of  periods  that  reinforce  each  other  at  a  

particular  frequency,  hence  the  ‘quasi-periodic’  quality  of  the  QPO. 

 

Photometry  and  spectroscopic  time  series  obtained  during  observations  can  give  

frequency  spectra.    If  the  signal-to-noise  ratio  is  high  enough,  the  oscillations  will  produce  peaks  

in  the  power  spectra  above  the  ambient  noise  at  particular  corresponding  oscillation  frequencies.    

In  an  ideal  case,  a  perfect  time  series  would  show  all  frequencies  of  global  oscillations  of  a  star,  

given  that  the  signal  is  dominant  above  the  noise.    Such  is  rarely  the  case.     

The  collection  of  data  occurs  over  a  finite  time  of  integration  in  which  a  detector  is  

triggered  by  incoming  radiation  and  then  no  data  is  collected  in  an  interval  in  which  the  data  is  

read  out  and  stored  digitally.    The  integration  time  is  brief  and  the  time  series  is  not  continuous,  

but  rather,  discrete.    The  detection  process  occurs  at  a  rate  such  that  the  time  series  are  sampled  

at  the  same  time  intervals,  and  at  a  high  enough  rate  to  resolve  the  time  scales  of  variation.    As  

the  data  is  discretely  sampled  at  a  constant  rate,  a  discrete  Fourier  transform  is  used  to  single  out  

the  signal  as  a  function  of  frequency  within  a  band.    The  highest  frequency,  the  Nyquist  



 27 

frequency  (𝜔ே௬),  limits  the  highest  frequency  resolved.   

With  evenly  spaced  data,  and  a  sampling  interval  Δt, 

𝜔ே௬ =
గ
∆௧
                                                                                                                                    (1.31) 

For  unevenly  spaced  data,  the  Nyquist  frequency  differs,  especially  with  large  gaps  and  

undersampling  in  the  data.    Since  the  data  has  a  finite  length  T,  there  also  corresponds  a  finite  

frequency  resolution  Δఠ  in  the  Fourier  domain: 

∆ఠ∝
ଵ
்
                                                                                                                                        (1.32) 

If  two  or  more  signals  manifest  in  a  time  series,  more  closely  spaced  than  the  frequency  

resolution,  the  signals  will  not  be  apparent  as  a  pair  of  separate  peaks  in  the  Fourier  domain  but  

rather  be  discerned  as  single  or  deformed  peaks  instead.    A  limiting  feature  for  the  data  would  be  

such  that  any  signals  with  a  frequency  below  this  resolution  would  not  be  detected  affirmatively.     

Missing  or  incomplete  data  can  complicate  things  further  in  that  the  gaps  can  lead  to  additional  

peaks  in  the  Fourier  domain,  which  skews  the  interpretation  of  the  data,  particularly  in  the  case  

of  multi-periodic  pulsating  sources.    Regular  gaps  occur,  due  to  the  inability  of  observers  to  

maintain  a  constant  direct  line  of  sight  with  the  star  due  to  the  rotation  of  the  earth  during  times  

such  as  the  daytime  and  the  period  in  the  year  when  the  star  in  question  drops  below  the  

observable  horizon.     

These  blank  features,  or  gaps,  in  the  data  are  known  as  the  window  function,  (for  example  

the  durations  that  the  Earth  is  not  in  direct  line  of  sight  with  the  compact  object  in  question,  such  

as  the  daytime)  in  the  time  domain  and  the  spectral  window  is  the  equivalent  for  the  Fourier  

domain.    The  spectral  window  exhibits  multiple  peaks  even  in  the  case  of  a  monochromatic  

signal.    A  time  series  containing  multiple  signals  obtained  in  the  same  sample  yields  a  complex  

Fourier  spectrum.    Despite  any  data  sampling  problems,  the  Fourier  transform  was  determined  to  
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be  the  optimal  approach  in  deducing  the  frequencies  from  any  star  and  providing  necessary  

frequency  information  (Schwarzenberg-Czerny,  1997).     

 

 

Quality  Factor  Q 

 

A  way  to  determine  the  quasi-periodicity  of  any  distinct  features,  in  the  frequency  

spectrum  of  x-ray  luminosities  from  the  background  noise,  is  the  quality  factor.    The  quality  

factor  is  used  to  detect  the  presence  of  a  QPO  signal  in  the  frequency  spectrum.    The  variability  

quality  factor  Q0  is  defined  by  observers  with  a  constructed  Fourier  variability  power  spectra,  

I(ν).    It  is  derived  by  the  detection  of  a  peak  at  a  frequency  𝜈  in  I(ν)  which  is  the  square  of  the  

observed  amplitude,  and  the  full  width  of  the  peak  at  half  maximum,  Δν.    The  relation  for  Q0  is  

given: 

𝑄 =
ఔబ
∆ఔ
                                                                                                                                      (1.33) 

QPOs  with  quasi-periodic  variability  in  the  kHz  frequency  range  are  observed  from  low  mass  

black  holes  and  neutron  stars.    And  for  a  strong  QPO  signal,  the  quality  factor  is  high  (Q  ~  200  in  

case  of  one  source,  4U  1608-52  as  measured  by  Barret  (Barret,  2005)).    The  quality  factor  Q  

increases  with  decreasing  accretion  rate,  and  the  lowest  values  of  the  accretion  rate  �̇�  has  a  rapid  

drop  in  the  quality  due  to  a  change  in  the  nature  of  the  gas  as  it  enters  the  plunging  region  (the  

gas  crosses  the  sonic  point  where  the  speed  becomes  transonic).    As  the  frequency  is  larger  in  

magnitude  than  the  peak  width,  the  peak  contrast  approximates  a  Dirac  delta  function.     

If  the  peak  width  increases  but  the  frequency  is  still  significantly  constant,  the  peak  

broadens,  approximating  a  Gaussian  function.    It  also  indicates  a  quasi-periodic  behavior  in  the  
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luminosity.    If  the  peak  width  widens  further  and  approaches  the  frequency  in  magnitude,  the  

periodicity  or  quasi-periodicity  vanishes  and  the  overall  periodicity  is  zero.    Abramowicz  (M.A.  

Abramowicz,  2010)  inferred  that  since  the  QPO  quality  factor  was  high,  kinematic  effects  of  

orbiting  hotspots  or  clumps  were  disqualified  as  the  cause  of  the  QPO  phenomenon  due  to  the  

differential  rotation  of  the  disk  creating  a  severe  shear  in  the  gas  and  disrupting  the  local  

coherence  of  any  aggregate  clumps.    The  significance  of  this  quality  factor  points  towards  a  disk  

oscillation  model  as  an  appropriate  descriptive  model  for  QPOs,  especially  in  the  case  of  black  

holes. 
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CHAPTER  II 

QPO  MODELS 

 

Criteria  for  QPO  Models 

 

I  am  going  to  discuss  a  range  of  models  that  attempt  to  explain  the  mechanism  behind  the  

production  of  the  QPO  feature  in  x-ray  emissions  from  compact  objects.    There  are  three  classes  

of  models;;  the  Relativistic  Resonance  models,  Relativistic  Precession  models,  and  Beat  

Frequency  models.    Each  class  of  models  has  their  own  strengths  and  weaknesses.    The  models  

do  have  commonalities  that  can  be  described  in  detail.   

 

  I  will  now  discuss  general  characteristics  of  any  model  what  would  attempt  to  describe  a  

QPO.  As  I  have  mentioned  before,  a  QPO  signal  is  theorized  to  come  from  the  gas  in  the  

accretion  disk  orbiting  at  a  particular  radius  where  the  gas  undergoes  a  change  where  it  forms  a  

shock  wave  where  it  goes  from  subsonic  to  sonic.    QPO  models  explore  possible  types  of  

processes,  such  as  hotspot-forming  or  oscillations,  thought  to  produce  frequencies  in  an  observed  

range  from  0.001  to  10  kHz  frequencies.    Due  to  the  fundamental  time  scales  (in  range  of  

milliseconds),  QPOs  are  speculated  to  be  very  close  to  compact  objects  with  intense  gravity.     

 

 



 31 

Relativistic  Precession  Models 

 

Relativistic  precession  models  are  a  class  of  models  that  match  identified  frequencies  

(orbital,  radial,  vertical,  precession)  to  predicted  frequencies.    Further  physics  is  required  to  

single  out  one  or  more  radii  in  the  disk  that  correlate  to  the  observed  frequencies.    Stella  and  

Vietri  (Stella  L.  V.,  Lense-Thirring  Precession  and  Quasi-Periodic  Oscillations  in  Low-Mass  X-

Ray  Binaries,  1998)  (Stella  L.  V.,  kHz  Quasiperiodic  Oscillations  in  Low-Mass  X-Ray  Binaries  

as  Probes  of  General  Relativity  in  the  Strong  Field  Regime,  1999)  identified  the  upper  kHz  QPO  

frequency  with  the  orbital  frequency  νϕ  at  the  inner  edge  and  related  νl  and  νh  with  the  periastron  

and  nodal  precession  of  the  orbit.     

 

The  frequency  νh  is  predicted  to  be  proportional  to  νu2,  which  matches  observation  and  

the  QPO  peak  separation  ∆𝜈 = 𝜈.    The  oblateness  of  the  compact  object  skews  the  precession  

rates  and  requires  further  correction  (Morsink,  1999)  (Stella  L.  V.,  kHz  Quasiperiodic  

Oscillations  in  Low-Mass  X-Ray  Binaries  as  Probes  of  General  Relativity  in  the  Strong  Field  

Regime,  1999).     

Their  strengths  are  predictive  and  rely  only  on  the  compact  object  characteristics  as  parameters  

and  General  Relativity.     

   

Their  weaknesses  are  their  unmodified  form;;  they  do  not  conform  exactly  to  observations  

(Homan,  2002)  (van  Straaten,  2005).    The  observed  quadratic  dependences  between  νu  and  νh  

imply  Lense-Thirring  precession.    Blobs  orbiting  in  the  disk  in  epicyclic  motions  in  sideband  

patterns  can  be  used  as  a  testing  feature  in  these  models  (Karas,  1999)  (Schnittman,  2004).    Disk  
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oscillation  models  predict  frequencies  close  to  the  actual  frequencies  and  may  require  

hydrodynamical  effects  to  modify  the  frequencies  to  produce  combinations  between  them  to  

match  the  observed  frequencies  better. 

 

 

Relativistic  Resonance  Models 

 

Relativistic  resonance  models  focus  on  the  fact  that  specific  radii  are  responsible  for  

specific  epicyclic  frequencies  and  the  frequencies  have  simple  integer  ratios  with  each  other  or  

the  spin  frequency.    General  Relativity  singles  out  the  frequencies  from  the  disk  and  imparts  

resonances  onto  the  disk  as  it  moves  along  space-time  (Abramowicz  M.  K.,  2001).    A  particular  

kind  of  resonance  may  occur  in  these  models  in  which  an  eigenfrequency  ν0  is  perturbed  at  ν1  

commensurate  with  ν0,  and  resonances  occur  when   

ఔ
ఔଵ
  = ଶ


,      𝑛 =   1, 2, 3…       (2.1) 

this  type  of  resonance  is  the  parametric  resonance.    Radii  have  been  singled  out  where  νθ/νr    is  ½  

or  νr/νθ  =  2/3.    Resonances  with  n  =  3  which  would  be  the  lowest  value  allowable  for  νr  <  νθ,  and  

where  νθ  =  2  or  νθ  =  3,  can  be  explanations  for  the  observed  ratios  for  the  HF  QPOs  of  black  

holes  (Abramowicz  M.  K.,  2004).     

As  for  the  ISCO  frequencies,  the  resonance  frequencies  also  scale  with  the  inverse  mass  

of  the  compact  object,  and  the  resonance  can  be  used  to  constrain  the  mass  and  angular  

momentum  of  the  compact  object. 

Resonances  can  emerge  in  the  interaction  between  the  spin  of  the  compact  object  and  the  

disk  (Psaltis,  2001)  (van  der  Klis,  2002).    Different  models  approach  how  different  frequencies  
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emerge  and  interact,  such  as  Wijnands  (Wijnands,  2003),  who  suggested  ν0  -  νr    =  νspin,  or  νspin/2,  

or  Kluzniak,  who  suggested  a  number  of  ways  that  the  epicyclic  frequencies  could  resonate  with  

νspin  or  νspin  /2,  and  the  disk  g-modes  resonate  in  a  frequency  ratio  of  √2,  which  would  match  the  

twin  kHz  QPO  observation  of  SAZJ1808.4-3658.      

     

Another  model  invokes  the  relation  νθ  –  νr  =  νspin/2  (Lee,  2004);;  where  the  spin-orbit  beat  

frequency  equals  the  vertical  epicyclic  frequency.    The  radius  at  which  the  frequency  emerges  is  

far  enough  out  such  that  𝜈 ≈    𝜈ఏ,  ν0  ≈  νspin  and  would  account  for  the  fact  that  sometimes  the  

frequency  separation  is  sometimes  νspin,  and  sometimes  νspin/2. 

The  radii  required  for  a  resonance  are  fixed  so  the  frequencies  are  constant,  which  suit  HF  QPO  

models  for  black  holes.     

 

 

Beat-frequency  models 

 

When  orbital  frequencies  beat  with  the  spin  frequency  of  a  compact  object,  more  

frequencies  can  be  produced  as  a  result  (Alpar,  1985)  (Lamb  F.  S.,  1985)  (Miller  M.  L.,  1998).    

This  requires  a  non-aligned  magnetic  field  reaching  out  to  a  relevant  orbital  radius,  which  may  

disqualify  black  holes  since  they  do  not  have  an  intrinsic  magnetic  field  of  their  own.    Unless  the  

Blandford-Znajek  mechanism  comes  in  play  and  uses  the  twisting  of  magnetic  field  lines  of  the  

plasma  outside  the  black  hole  horizon  to  create  a  secondary  magnetic  field  influence  due  to  the  

black  hole  spinning  in  space-time. 

Spin-orbit  interaction  occurs  at  the  difference  frequency  between  the  orbital  and  spin  
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frequencies.    This  is  the  interaction  frequency  for  the  disk/star  system;;  the  frequency  in  which  an  

orbiting  particle  surpasses  a  specific  point  on  the  spinning  compact  object.    A  blob  moving  at  νorb  

overtakes  the  magnetic  field  lines  moving  at  νspin.    This  occurs  at  a  rate  of  νbeat  times  per  unit  

time  where  νbeat  is  the  beat  frequency. 

 

If  the  beat  interaction  happens  at  the  magnetospheric  radius  of  an  accreting  compact  

object,  for  a  close  radius,  νspin  <    νorb,  and  for  a  farther  radius,  νspin    >    νorb.    If  there  exists  an  n-

fold  symmetric  azimuthal  pattern  associated  with  the  spin,  then  frequency  multiples  would  

emerge:  (for  two  pulsar  beams) 

𝜈௧   =   2൫𝜈     −   𝜈௦൯                                                                                                        (2.23) 

Other  azimuthal  motions  such  as  periastron  or  nodal  precession  would  beat  with  the  spin.    

In  the  magnetospheric  beat-frequency  model,  blobs  orbiting  near  the  magnetospheric  radius  

interact  with  the  spin  (Alpar,  1985).    The  sonic  point  beat-frequency  model  for  kHz  QPOs  has  νu  

and  νl  correlating  to  νϕ  and  νbeat  at  the  sonic  radius  (Miller  M.  L.,  1998).    The  beat  happens  when  

a  pulse  hits  blobs  orbiting  at  rsonic  once  per  beat  period,  modulating  the  accretion  rate.    The  model  

predicts  a  constant  frequency  separation  of  νspin,  despite  observations. 

If  an  azimuthal  influence  at  the  spin-resonance  radius  is  in  play,  a  frequency  interaction  

occurs  between  the  orbital  motions  at  rsonic  and  the  azimuthal  influence.    It  would  explain  νl      and  

set  νu  =  νϕ  (rsonic).    The  beat  would  be  occurring  between  two  radii  within  the  disk. 
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Beat  Frequency  Interaction 

 

A  particular  feature  for  QPOs  (in  the  neutron  star  case  but  not  in  the  black  hole  case)  is  

the  frequency  separation  between  a  pair  of  QPOs  for  a  source  is  approximately  νspin  or  νspin/2,  

with  the  spin  frequency  inferred  from  persistent  pulsations  or  brightness  oscillations  during  x-ray  

bursts. 

To  understand  the  connection  between  the  frequency  separation  and  the  accretion  disk  

kinematics  causing  it,  we  turn  to  an  analogy  of  a  clock.    In  this  analogy,  a  clock  has  a  minute  

hand  and  an  hour  hand.    Each  time  the  two  hands  line  up,  a  bell  rings  out.    The  frequency  of  the  

minute  hand  is  νminute,  and  the  frequency  of  the  hour  hand  is  νhour.    The  frequency  of  the  bell,  or  

signal  is  νbell  =  νminute  –  νhour.                        (2.2) 

 

The  negative  sign  is  due  to  both  hands  rotating  in  the  same  direction.    The  opposite  of  the  

situation  would  have  the  hands'  frequencies  added.    Within  an  accretion  disk,  the  torque  applied  

by  accretion  would  align  the  rotation  axes  of  the  star  and  disk,  so  all  spins  should  be  in  the  same  

direction.    A  notable  feature  of  beat  frequency  models  is  the  fact  that  they  generate  only  one  

sideband  frequency  as  opposed  to  two.     

Consider  a  model  consisting  of  two  frequencies,  ν1  and  ν2,  producing  an  amplitude: 

𝐴 = cos(2𝜋𝜈ଵ) cos(2𝜋𝜈ଶ) =
ଵ
ଶ
cos[2𝜋(𝜈ଵ + 𝜈ଶ)] +

ଵ
ଶ
cos[2𝜋(𝜈ଵ − 𝜈ଶ)]                            (2.3) 

The  modulation  mechanism  creates  two  oscillations  at  𝜈ଵ + 𝜈ଶ  and  𝜈ଵ − 𝜈ଶ. 

 

Since  both  oscillations  in  a  pair  of  QPOs  are  not  equivalent,  it  is  surmised  that  one  

frequency  is  a  fundamental  frequency  and  the  second  frequency  is  a  modulation  of  that  
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fundamental  frequency  (van  der  Klis,  Millisecond  oscillations  in  X-ray  Binaries,  2000).    As  far  

as  the  clock  analogy  goes,  it  would  be  as  if  the  bell  rings  out  every  time  the  hands  line  up  and  

when  the  minute  hand  passes  12. 

 

Stella  and  Vietra  proposed  that  QPOs  were  direct  reflections  of  epicyclical  frequencies  of  

particles  on  geodesic  paths  (Stella  L.  a.,  1998).    D.  Psaltis  and  C.  Norman  contend  that  the  QPOs  

are  due  to  oscillation  modes  of  a  thin  annulus  in  a  disk,  and  that  the  radius  of  the  annulus  could  

be  the  sonic  point  radius. 

Miller  shows  that  the  observed  frequency  of  a  localized  hotspot  is  the  orbital  frequency  at  

the  sonic  point  and  not  the  stellar  rotational  frequency  (Miller  M.  L.,  1998).    Miller  surmised  that  

the  orbital  frequency  at  the  sonic  point  is  converted  into  the  upper  QPO  due  to  fluctuations  in  

density.     

The  lower  QPO  frequency's  existence  entails  interaction  with  a  second  frequency  in  beat  

frequency  models.    If  the  separation  is  ∆𝜈 = 𝜈௦,  several  possibilities  exist.                (2.4) 

Miller  contended  that  the  stellar  magnetic  field  would  be  the  causative  factor  for  the  second  

frequency.    When  the  gas  passes  the  magnetic  maximum,  it  loses  angular  momentum  at  an  

increased  rate  and  cause  a  fluctuation  in  its  density,  causing  a  modulation  in  the  accretion  rate  

and  the  flux.    The  modulation  occurs  at  the  frequency  𝜈  ~  𝜈௦ − 𝜈௦  (Lamb  F.  a.,  2001).  But  

further  observations  indicate  this  is  not  the  case.              (2.5) 

 

Returning  to  the  clock  analogy  to  understand  the  half  spin  frequency,  the  clock  has  two  

hour  hands  set  at  180  degrees  from  each  other,  moving  at  an  angular  frequency  𝜈௨,  and  the  

observed  frequency  is  2(𝜈 + 𝜈௨).    A  resonance  would  be  responsible  for  the  half-spin  



 37 

frequency.    Gas  is  orbiting  in  a  circle  at  frequency,  𝜈.    It  is  subjected  to  a  vertical  forcing  term  

with  frequency,  𝜈,௦௧,    (as  measured  in  the  rest  frame  of  an  observer).    For  most  forcing  

frequencies,  with  many  orbits,  the  phases  will  add  incoherently  and  the  vertical  motion  will  not  

be  large.    If  the  vertical  motion  has  a  natural  frequency,  forcing  of  that  frequency  will  result  in  a  

resonance  and  drive  substantial  motion.    This  frequency  is  the  vertical  epicyclical  frequency.     

 

If  the  forcing  frequency  measured  in  the  orbital  frame  is  equal  to  the  vertical  epicyclical  

frequency,  a  resonance  results:            𝜈௩௧ = 𝜈,௦௧  .                                                                                (2.6)                                               

The  forcing  frequency  𝜈,௦௧  ,  measured  in  a  non-rotating  frame,  becomes  a  new  

frequency  in  the  orbital  frame:                                              𝜈,௦௧ = 𝜈 − 𝜈  .             (2.7)                         

Taking  both  equations  (2.6)  and  (2.7)  as  such: 

𝜈,௦௧ = 𝜈 − 𝜈,              𝜈௩௧ + 𝜈 = 𝜈                                                                    (2.8a,b) 

Since  the  vertical  epicyclical  frequency  is  very  close  to  the  spin  frequency  for  all  radii,  the  two  

frequencies  can  be  set  equal  to  each  other:                        𝜈 ≈ 𝜈௦  .              (2.9) 

and  the  forcing  frequency  in  the  non-rotating  frame  is  the  stellar  spin  frequency: 

2𝜈 ≈ 𝜈௦,                                                                                                                            (2.10) 

𝜈 ≈
ఔೞ
ଶ
  .                                                                                                                        (2.11) 

The  vertical  movement  of  gas  in  the  accretion  disk  happens  the  most  strongly  at  the  

radius  where      𝜈 ≈
ఔೞ
ଶ

;      it  is  not  always  the  case  that  the  frequency  separation  ∆𝜈  is  equal  to  

the  half  spin  frequency.    There  have  been  observations  that  𝜈 ≈ 𝜈௦.  The  spin  resonance  

scenario  can  also  explain  the  spin  frequency  separation.                              (2.12a,b) 
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Assume  there  are  very  few  blobs  of  gas  at  the  spin  resonance  radius,  for  a  comparatively  

smooth  flow.      A  single  blob  of  gas  orbits  at  ఔೞ
ଶ
.    Assume  the  driving  force  is  magnetic  in  origin.    

When  the  magnetic  maximum  is  aligned  with  the  orbital  phase  of  the  blob,  there  is  a  downward  

push.    When  a  periodic  force  drives  a  system,  the  system  aligns  into  phase  with  the  driving  force.    

The  blob  of  gas  will  be  at  a  vertical  maximum  when  the  orbital  phase  lines  up  with  the  magnetic  

maximum.    Due  to  the  isolated  blob  of  gas,  the  main  modulation  in  play  for  the  beat  frequency  

model  is  the  orbital  motion,  which  leads  to  the  frequency  difference  ఔೞ
ଶ
.      All  of  the  blobs  are  in  

phase  with  the  driving  force  and  reaches  a  vertical  maximum  at  the  moment  the  orbital  phase  

lines  up  with  the  magnetic  maximum.    The  largest  vertical  extent  at  the  radius  is  at  the  location  

of  the  magnetic  maximum.    The  vertical  maximum  follows  the  magnetic  maximum  as  a  result  

and  has  a  frequency  equal  to  𝜈௦. 

The  group  speed  moves  at  𝜈௦  despite  the  individual  speeds  of  the  blobs  around  
ఔೞ
ଶ
.      

The  pattern  speed  becomes  the  prominent  feature  in  the  beat  frequency  mechanism.      This  

analogy  reconciles  the  observation  of  frequency  separations  of  ఔೞ
ଶ
  and  𝜈௦. 

 

 

Radii  of  Interest 

 

I  now  comment  on  the  specific  locations  in  the  accretion  disk  so  we  can  pinpoint  the  

location  of  the  production  of  the  QPO  signal.    The  QPO  signal  is  speculated  to  come  from  a  

particular  radius  and  we  will  search  for  it.    Relativistic  Resonance  and  Precession  models  focus  

on  the  orbital  and  epicyclic  frequencies  that  depend  strongly  on  preferred  radii  to  create  them.    
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Constant  frequencies  emanate  from  constant  radii.    Variable  radii  depend  on  accretion  mass  rate  

�̇�  in  disk  physics.    Constant  radii  rely  only  on  the  compact  object's  parameters  only,  particularly  

the  strong-field  gravitational  effects  such  as  in  the  case  of  the  ISCO  radius  or  resonant  radii.    The  

inner  disk  edge  sits  at  the  inner  radius  rin,  where  the  flow  starts  to  veer  from  the  Keplerian  speeds  

and  the  radial  velocity  becomes  comparable  to  that  of  the  azimuthal  velocity  and  serves  as  a  

natural  radius.    It  also  serves  as  a  demarcation  line  between  the  Newtonian  case  and  the  

Schwarzschild  or  Kerr  case,  depending  on  the  spin  of  the  compact  object. 

 

Due  to  the  gravitational  effect  of  the  difference  in  orbital  angular  momentum  between  

radii,  the  density  contrast  at  rin  is  sharp  and  the  change  in  radial  velocity  is  abrupt  (Paczynski,  

1987).    Without  magnetic  stresses,  rms  establishes  a  lower  limit  for  the  flow,  and  the  scenario  for  

magnetic  stress  inclusion  remains  unknown  (Abramowicz  M.  J.,  1978)  (Liang,  1980)  (Lai,  1998)  

(Krolik,  2002)  (Watarai,  2003).     

A  possible  effect  on  the  flow  would  be  the  radiation  drag  by  photons  emitted  within  rin,  

which  removes  angular  momentum  from  the  flow  via  the  Poynting-Robertson  effect  and  limit  the  

flow  at  rrad  (Miller  M.  L.,  1998).    The  accretion  flow  carrying  the  radiation  that  generates  the  

drag  that  hinders  the  flow  sets  the  radius  at  a  fixed  point  but  the  flow  details  and  geometries  can  

make  the  flow  variable.    As  stated  in  Miller,  rrad  cannot  exceed  𝑟~
ଵହீெ
మ

  and  decreases  for  

increasing  �̇�.      With  a  powerful  magnetic  field,  electromagnetic  stresses  truncate  the  disk  outside  

the  ISCO  and  the  rrad,  at  the  magnetospheric  radius  rmag,  which  decreases  in  length  as  �̇�  

increases. 

Orbital  motion  may  still  occur  as  far  up  as  rrad  within  rmag  (Miller  M.  L.,  1998).    These  

disk  truncation  mechanisms  may  not  apply  for  black  holes  if  no  magnetic  field  is  present  
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(especially  if  the  black  hole  has  zero  to  minimal  spin  and  the  Blandford-Znajek  mechanism  

cannot  activate).    Some  pick  the  radius  of  maximum  flux  from  the  disk  (Gruzinov,  1999)  or  the  

radius  of  maximal  pressure  in  toroidal  flow  (Kluzniak  W.  A.,  2004)  as  a  preferred  radius.    In  such  

cases,  the  function  which  such  extremum  would  be  located  would  be  localized  to  such  an  extent  

and  narrow  enough  to  create  the  QPO  signal. 

 

 

Boundary  Layer  of  the  Inner  Disk 

 

Different  models  focus  on  a  localized  region  within  the  accretion  disk  that  is  responsible  

for  the  emergence  of  the  QPO  signal  in  the  x-ray  emissions.    So  I  will  focus  on  the  inner  disk  and  

determine  the  criteria  for  the  conditions  that  could  create  the  QPO  in  a  bounded  region,  which  is  

an  undefined  section  of  the  disk.    I  will  modify  a  model  for  a  boundary  layer  for  neutron  stars  to  

determine  the  scale  of  the  luminosity  layer  (Ryden).  The  boundary  layer  is  where  the  accretion  

disk  meets  the  neutron  star,  and  is  the  dominant  source  of  high-energy  radiation  in  low  mass  x-

ray  binaries.    I  derive  an  algebraic  expression  that  constrains  the  radial  portion  of  the  boundary  

layer  to  a  radius  R*,  and  the  boundary  layer  width,  b.    The  radius  R*  can  be  chosen  anywhere  

within  the  accretion  disk,  and  in  this  particular  case,  will  be  set  at  the  ISCO  and  used  to  find  the  

ratio  of  Keplerian  frequencies  at  both  that  radius  and  the  other  boundary  layer  end  radius,  to  

detect  a  resonance  between  the  two  frequencies.  A  boundary  layer  near  the  compact  object  emits  

a  significant  amount  of  the  luminosity,  even  more  than  the  remainder  of  the  accretion  disk;;  of  

which  the  boundary  layer  consists  of  a  very  thin  region.    This  region  would  be  set  at  the  inner  

edge  of  the  accretion  disk  for  the  disk  luminosity.    Since  the  boundary  layer  would  contribute  to  
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the  overall  x-ray  luminosity,  and  the  QPO  signal  cannot  come  from  a  radius  below  the  ISCO,  the  

boundary  layer  will  be  set  at  that  radius  and  I  will  use  it  to  explore  how  the  boundary  layer  

modulates  the  QPO  signal. 

 

Consider  the  boundary  layer  of  a  non-magnetic  compact  object,  of  mass  M  and  radius  

RSurf.    The  boundary  layer  consists  of  the  region  R*  <  R  <  R*+b,  with  R*  denoting  the  inner  

radius  of  the  boundary  layer,  R  a  radial  distance  along  the  equatorial  plane,  and  b  as  the  width  of  

the  boundary  layer.    In  this  case,  the  star  surface  is  selected  as  the  generic  radius  for  the  boundary  

layer  in  this  case,  (𝑅ௌ௨ = 𝑅∗),  where  the  angular  velocity  decreases  from  the  Keplerian  value  

(Ryden): 

𝛺൫𝑅ௌ௨ + 𝑏൯ = ൬ ீெ∗

൫ோೄೠೝା൯
య൰

భ
మ
                                                                                                (2.13) 

 

To  the  angular  velocity  at  the  neutron  star’s  surface: 

𝛺ௌ௨ = ൬ ீெ∗
ோೄೠೝ
య ൰

భ
మ
                                                                                                                      (2.14) 

The  radial  extent  of  the  boundary  layer  is  less  than  the  disk  thickness  H  just  outside  the  boundary  

layer,  which  is  also  less  than  the  selected  radius  R*.    To  show  how  the  scaling  b  <  H  <  R*  is  

determined,  we  start  with  the  equation  of  conservation  of  radial  momentum: 

𝑢ோ
డ௨ೃ
డ௧

− ௨
మ

ோ
+ ଵ

ఘ
డ
డோ
+ ீெ∗

ோ∗మ
= 0,                                                                                                (2.15) 

which  contains  the  centrifugal  term  and  the  gravity  terms.    For  a  Keplerian  disk,  the  centrifugal  

and  gravity  terms  balance  each  other  out.    In  the  boundary  layer,  the  gravitational  term  is  

balanced  by  the  pressure  gradient  term.    The  magnitude  of  the  pressure  gradient  is: 
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ଵ
ఘ
డ
డோ
~ ௩಼

మ


= ቀ௩಼

௩ೞ
ቁ
ଶ ೞమ


= 𝑀ః

௩ೞమ


                                                                                              (2.16) 

Where  cs  is  the  speed  of  sound  at  the  outer  edge  of  the  boundary  layer  and  b  is  the  thickness  of  

the  same  layer.    From  the  balance  of  the  forces,   

ೞమ


~ ீெ∗

(ோ∗ା)మ
                                                                                                                          (2.17) 

So                         𝑏  ~ ோ∗  ା  
ெ
మ                  (2.18) 

  with  𝑀  as  the  rotational  Mach  number  at  the  outer  edge  of  the  boundary  layer  (Ryden).    R*  can  

be  any  radius  of  interest,  whether  it  be  the  radius  of  the  compact  object,  or  a  preferred  radius  at  a  

distance  from  the  compact  object.    A  cusp  layer  can  be  characterized  as  a  boundary  layer  set  at  a  

further  radius  out  in  the  accretion  disk. 

In  a  thin  disk,  𝑀ః  >>  1,  and  H  ~  
ோ
ெ

,  so   

            𝑏~ ு
ெ

  ~   ோ
ெ
మ                   (2.19) 

𝑀ః  ~
ோ
ு
  ;                                                                                                              (2.20) 

𝑀ః ≫ 1                 →          𝑅∗ > 𝐻 > 𝑏                                                                              (2.21) 

The  blackbody  temperature  of  the  boundary  layer  is  (Ryden): 

                                                                                                                              𝑇 = 𝑀ః
ଶ   𝑇∗ = ቀோ∗

ு
ቁ
భ
ర   𝑇∗                (2.22) 

 

In  the  disk  at  a  radius  r  from  the  center  of  the  star  at  a  distance  z  from  the  mid-plane,  the  pressure  

of  the  gas,  due  to  the  vertical  balance  against  gravity,  is  given  by: 

ௗ

= ିఆ಼

మ

ೞమ
  𝑧  𝑑𝑧                                                                                                                          (2.23) 

Where  cs  is  the  speed  sound,  and  𝛺  is  the  Keplerian  angular  velocity.    The  scale  height  of  the  
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disk  is  given  as  stated  in  Kenyon  and  Hartmann  1987: 

ு
ோ
= ଵ

ோ
  ቀೞ

మோయ

ீெ∗
ቁ
భ
మ → ቀு

ோ
ቁ = ೞ

ோఆ಼
= ೞ

௩಼
                                                                                      (2.24) 

Since  R  is  greater  than  H  for  a  thin  disk  (R  >>  H),  it  follows  that  the  Keplerian  velocity  is  

greater  than  the  sound  of  speed,  or,  in  other  words,  is  supersonic  at  radii  of  all  values  for  R  >  H  

in  the  inner  disk  (vK  >  cs). 

If  the  internal  temperature  of  the  disk,  Tinc(r),  which  scales  to  the  square  of  the  sound  speed  

(Tinc(r)  ∝  cs2),  falls  off  more  slowly  than  1/r,  then  the  relative  thickness  of  the  disk  will  increase  

outwards  and  the  surface  of  the  disk  will  be  concave. 

 

  Going  back  to  the  expression  (2.17)  and  expanding  on  it: 

𝑀ః
ଶ ೞమ


~ ீெ∗

(ோ∗ା)మ
                                                                                                                      (2.25) 

𝑀ః~
ோ∗
ு
~ටோ∗


                                                                                                                        (2.26) 

Inserting  the  equation  (2.26)  into  the  centrifugal  force  expression  (2.25): 

ቀோ∗
ு
ቁ
ଶ ೞమ


= ቀோ∗


ቁ ೞ

మ


= ீெ∗

(ோ∗ା)మ
                                                                                              (2.27) 

 

We  multiply  both  sides  of  the  equation  (2.27)  by  ቀ మ

ோ∗ೞమ
ቁ (𝑅∗ + 𝑏)ଶ  to  get  the  equation  in  the  form  

of  a  quadratic  equation  in  terms  of  R*  and  b: 

(𝑅∗ + 𝑏)ଶ =
𝐺𝑀∗

𝑅∗𝑐௦ଶ
  𝑏ଶ =

𝐺𝑀∗

𝑅∗𝑐௦ଶ
ቆ
𝑅∗ଶ

𝑅∗ଶ
ቇ  𝑏ଶ 

= ீெ∗
ோ∗య

ோ∗మ

ೞమ
  𝑏ଶ = (ோ∗ఆ಼)మ

ೞమ
𝑏ଶ = ௩಼

మ

ೞమ
𝑏ଶ                                                                    (2.28) 
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The  Keplerian  angular  velocity  is  inserted  into  the  equation  and  multiplied  with  the  radius  to  

give  the  Keplerian  velocity.    We  get  a  simple  quadratic  equation  in  terms  of  R*  and  b  now: 

𝑅∗ଶ + 2𝑅∗𝑏 + 𝑏ଶ = ቀ௩಼
మ

ೞమ
ቁ 𝑏ଶ                                                                                                      (2.29) 

𝑅∗ଶ + 2𝑅∗𝑏 + ቀ1 − ௩಼
మ

ೞమ
ቁ 𝑏ଶ = 0                                                                                              (2.30) 

Using  the  quadratic  formula  to  find  the  roots  of  b  from  (2.41): 

𝑅∗ =
ଶ±  ඨ(ଶ)మିସమቆ

ೡ಼
మ

ೞమ
ିଵቇ

ଶ
= 𝑏 ± ඨ𝑏ଶ ቆ1 − ቀ௩ೖ

మ

ೞమ
− 1ቁቇ                                                            (2.31) 

In  the  case  where  the  radius  R*  is  set  at  the  ISCO  (R*  =  rms),  and  the  Keplerian  velocity  is  equal  

to  the  sonic  velocity,   

𝑣 = 𝑣௦;            𝑅∗ = 𝑏 ± 𝑏 = 0, or  2𝑏.                                                                                          (2.32) 

The  variable  b  is  the  radial  width  of  the  cusp  layer,  and  cs  is  the  speed  of  sound  at  the  outer  edge  

of  the  boundary  layer,  and  H  is  the  disk  thickness  or  height,  and  R*  is  the  generic  radius,  and  M*  

is  the  mass  of  same  compact  object.      The  scaling  of  the  boundary  or  cusp  layer  goes  as: 

                                b  <  H  <  R*  for  a  thin  disk.           (2.33a) 

The  Keplerian  frequency  at  the  far  end  of  the  boundary  layer  is  given  as: 

𝛺(𝑅∗ + 𝑏) = ቀ ீெ∗
(ோ∗ା)య

ቁ
భ
మ                                                                                                      (2.34) 

We  compare  the  Keplerian  frequencies  at  both  ends  of  the  boundary  layer: 

𝑣ோ∗ = 𝑅∗𝛺ோ∗                                          𝑣ோ∗ା = (𝑅∗ + 𝑏)𝛺ோ∗ା                                                                            (2.35a,b) 

The  ratio  of  angular  frequencies  at  either  side  of  the  boundary  layer  can  be  found  given  as: 

ఆೃ∗
ఆೃ∗శ್

= (ோ∗ା)
ோ∗

= ோ∗
ோ∗
+ 

ோ∗
= 1 + 

ோ∗
                  (2.36) 

Given  that  R*  is  either  0  or  2b  for  the  ISCO  for  the  cusp  layer,  we  take  the  latter  result  as  it  is  the  
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only  physically  realistic  value  in  Kerr  space-time  (only  existing  for  massive,  rotating  bodies),  so  

the  ratio  of  the  frequencies  is: 

ఆೃ∗
ఆೃ∗శ್

= 1 + 
ଶ
= 1 + ଵ

ଶ
= ଷ

ଶ
     (2.37) 

That  is  how  I  obtain  the  unique  ratio  of  3:2  as  recovered  via  the  cusp  layer  model,  which  matches  

the  QPO  frequency  resonance. 

The  fact  that  the  scaling  of  the  dimensions  of  the  boundary  layer  (or  cusp  layer)  would  

jibe  with  the  epicyclic  resonance  model  -  recall  that  𝜔ఏ ≥ 𝜔 > 𝜔ோ.    The  cusp  layer  would  

contribute  a  significant  amount  of  the  disk  luminosity  and  contain  the  QPO  signal  within  the  

overall  x-ray  light  curve.     

 

 

  Figure  3.    Anatomy  of  the  Boundary/Cusp  Layer  model  in  an  Accretion  Disk. 
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The  Coupling  between  the  Vertical  and  Radial  Oscillations 

 

We  now  discuss  the  relativistic  epicyclic  resonance  model  as  dictated  in  Abramowicz  2005,  

which  is  defined  by  the  following  equations: 

𝛿�̈� + 𝜔ଶ  𝛿𝑟 = 0                        𝛿�̈� + 𝜔௭ଶ  𝛿𝑧 = 0                    where  𝜔௭ ≥   𝜔 > 𝜔                                    (2.38) 

At  the  ISCO,  ω୰(r୫ୱ)  =  0,  ω୰
ଶ  <  0  for  r  <  rms.     

For  a  nearly  Keplerian  fluid  (Shakura-Sunyaev  disk)  with  a  sound  speed  cs2/(wK
2  r2)  =  β  <<  1,  

the  frequencies  of  the  fluid’s  epicyclic  oscillations,  𝜛,𝜛௭,  are  modified  by  the  pressure: 

𝜛 = 𝜔 − 𝜒  𝛽                                      𝜛௭ = 𝜔௭ − 𝜒௭  𝛽                                                                                    (2.39a,b) 

A  modification  is  introduced  that  is  very  small  but  crucial  in  that  it  provides  a  weak  pressure  

coupling  between  the  epicyclical  modes  of  the  fluid  oscillations  that  lead  to  a  3/2  resonance. 

 

In  Mathieu’s  form: 

𝛿�̈� + 𝜔௭ଶ[1 + 𝜒 𝑐𝑜𝑠(𝜛  𝑡)]𝛿𝑧 = 0                              𝛿�̈� + 𝜛
ଶ  𝛿𝑟 = 0                                                        (2.40a,b) 

 

A  parametric  resonance  occurs  when: 

𝜛 =
ଶఠ

;         𝑛 = 1,2,3. ..                                                                                            (2.41) 

In  strong  gravity,  𝜔  <  𝜔௭,  so  n  =  3  is  the  lowest  possible  integer  value,  corresponding  to  the  

strongest  resonance.    The  ratio  of    ఠ
ఠೝ
  =  ఔೠೝ

ఔೢೝ
    =  3/2  is  the  most  often  observed. 

 

The  epicyclical  resonance  model  mirrors  the  expected  properties  of  the  boundary  layer:         

b  <  H  <  𝑅∗ →   ω୰ < ω  (or  ω)                                                                              (2.42b) 

Where  𝜔  is  the  radial  epicyclic  frequency  and  𝜔௭  is  the  vertical  epicyclic  frequency. 
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I  can  relate  the  coupling  factor  to  the  pressure,  and  in  turn,  locate  the  strongest  value  of  the  

coupling  factor  to  find  where  the  epicyclic  frequencies  would  be  the  most  tightly  coupled.     

 

Going  back  to  the  resonance  model  equations: 

𝛿�̈� + 𝜔௭ଶ[1 + 𝜒 𝑐𝑜𝑠(𝜛  𝑡)]𝛿𝑧 = 0                                  𝛿�̈� + 𝜛
ଶ  𝛿𝑟 = 0                                                  (2.43) 

Recall  that: 

ௗ

= −ఆ಼

మ

ೞమ
  𝑧  𝑑𝑧                                                                                                            (2.44) 

𝑃 = 𝑃  𝑒
ି
಼
మ మ

మ  ೡೞమ                                 Let  𝑧 = 𝑅 𝑐𝑜𝑠 𝛩                                                                          (2.45) 

𝑃 = 𝑃  𝑒
ష಼

మ ೃమ

మ  ೞమ
௦మ ఏ

→ 𝑙𝑛 ቀ
బ
ቁ = −ఆ಼

మோమ

ଶ  ೞమ
𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃 = − ௩಼

మ

ଶೞమ
𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃                                      (2.46) 

Since  ு
ோ
= ೞ

௩಼
→ ଵ

√ଶ
  ቀோ
ு
ቁ = ට− 𝑙𝑛 ቀ

బ
ቁ = ට𝑙𝑛 ቀబ


ቁ              (2.47) 

Let  χ  be  defined  in  the  following  way: 

   ೞ
௩಼
= 𝜒;                   where    χ  is  a  scalar  multiple    value  of  v                        

(2.48) 

ቀு
ோ
ቁ = ೞ

௩಼
= 𝜒          (2.49) 

𝜒 = ு
ோ
                                            𝜒 < 1                                                                                                                      (2.50) 

Which  leads  to: 

ଵ
√ଶ
  ቀୖ
ୌ
ቁ = ටln ቀబ


ቁ = ଵ

√ଶ
ଵ

= ටln ቀబ


ቁ                                                                              (2.51) 

𝜒 = ට
ଵ

ଶ ୪୬ቀౌబౌ ቁ
                                                                                                                  (2.52) 
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That  is  how  the  coefficient  would  depend  on  the  pressure  in  the  accretion  disk  in  the  

coupling  relation,  as  we  would  determine  through  the  calculations.    From  equation  (2.62),  the  

pressure  maximum  is  at  P0,  and  the  coupling  factor  decreases  in  value  as  the  pressure  drops  at  

increasing  vertical  distance  from  the  equatorial  plane  and  the  value  of  the  denominator  increases. 

For  a  thin  disk,  H  <<  R,  which  means  cs  <<  vK,  and      𝜒  <<  1,  which  implies  a  weak  coupling  

between  the  vertical  and  radial  modes  where  pressure  is  concerned,  and  the  pressure  would  be  

strongest  near  the  equatorial  plane  and  where  the  disk  would  be  the  thinnest,  so  the  ideal  radius  

for  the  strongest  coupling  between  the  vertical  and  radial  oscillations  would  be  at  the  very  edge  

of  the  inner  disk,  namely,  the  ISCO. 
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CHAPTER  III 

KERR  GEOMETRY 

 

Dimensionality  of  the  General  Relativity  metric  terms 

 

I  will  now  start  explaining  the  physical  and  mathematical  vocabulary  of  the  Kerr  and  

Schwarzschild  metrics  and  how  it  determines  the  curvature  of  space-time  in  the  proximity  of  a  

non-rotating  or  rotating  compact  object.    For  black  holes  and  accretion  disks,  black  holes  

generally  are  uncharged  and  the  dominant  source  of  gravity  (the  Kerr-Newman  metric  is  a  

further-modified  metric  that  takes  electric  charge  in  account)  and  by  comparison,  the  accretion  

disk  self-gravity  is  negligible.    The  black  hole  or  neutron  star’s  gravitational  influence  is  the  

dominating  factor  and  determines  the  local  curvature  of  the  space-time  fabric  around  it  and  the  

trajectories  of  the  falling  particles  moving  through  the  space-time,  towards  the  central  massive  

object.    For  a  rotating  black  hole,  this  is  defined  by  the  Kerr  metric,  which  takes  on  two  

parameters:  the  mass  of  the  central  body  (black  hole  or  neutron  star)  and  its  angular  momentum  

(signified  by  J).    The  terms  include  the  gravitational  constant,  G,  and  the  speed  of  light,  c,  which  

are  set  to  one  for  simplification  purposes  (Press,  1972): 

 

                     𝑀   = ீெ
మ
                                           𝐽 = ீெ


                              (3.1a,b) 
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   𝑎 = 
ீெ
                            𝑎 = 

ெ
      𝑤𝑖𝑡ℎ    (𝐺 = 𝑐 = 1)         (3.1c,d) 

Exploring  the  dimensionality  of  the  Kerr  metric  terms  to  understand  them  in  a  physical  

context,  we  focus  on  them:    M  as  the  mass  of  the  compact  object,  whether  it  be  a  neutron  star  or  

black  hole,  and  a  as  the  angular  momentum  parameter. 

How  M  gives  us  the  physical  parameter  of  length  is  simple-for  example,  the  Schwarzschild  

radius  is: 

𝑟ௌ =
ଶீெ
మ

= 2 ቀீ
మ
ቁ   𝑀 =

ଶቌ
య
ೖ
ೞమ

ቍெ

ቀೞ ቁ
మ = 2 ቀ


ቁ𝑀 = 2  𝑀.               (3.2) 

So  in  this  equation  (3.2),  the  units  meters  and  kilograms  are  convertible  by  multiplying  the  mass  

in  terms  of  (kg)  with  the  geometricized  constant  (G/c2)  in  terms  of  (m/kg)  to  yield  a  measure  of  

distance  (m).   

The  Schwarzschild  solution  for  the  General  relativity  metric  is  obtained  this  way: 

ଵ
ଶ
𝑚𝑣ଶ = ீெ


→ 𝑣ଶ = ଶீெ


, and  since  𝑣 = 𝑐   (3.3) 

The  radius  r  is  rearranged  and  we  get  the  Schwarzschild  solution:          𝑟 = 𝑟ௌ =
ଶீெ
మ

               

(3.4) 

G  and  c  is  usually  geometricized  (set  to  one)  since  they  are  constants  so  the  radius  of  the  neutron  

star  or  black  hole  is  written  in  terms  of  the  mass  due  to  its  being  the  only  changing  quantity: 

𝑟ௌ = 𝑟 = 2𝑀                                                                                          (3.5a) 

 

The  geometricized  term  (G/c2)  is  equivalent  to  the  physical  terms  of  meter/kilogram  (m/kg). 

The  gravitational  constant  is  so  small  and  the  speed  of  light  so  large,  that  the  geometricized  terms  

reduce  to  a  very  small  quantity.    It  requires  a  large  amount  of  mass  (usually  expressed  in  solar  
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masses)  to  turn  it  into  a  discernible  quantity  as  the  Schwarzschild  radius  can  show  in  physical  

terms: 

𝑟ௌ =
ଶீெ
మ

= 2.95  𝑘𝑚 ൬ ெ
ெ⦿

൰     (3.5b) 

The  Kerr  metric  terms  are  more  complicated  than  the  Schwarzschild  metric  in  that  it  figures  in  

the  angular  momentum  of  the  compact  object,  J,  and  deals  with  the  angular  momentum  

parameter,  a. 

The  relation  between  J  and  a  is  as  follows: 

𝐽 = 𝑀  𝑎 = ቀீ

ቁ𝑀𝑎                                                                                                                  (3.6) 

The  classical  expression  for  the  angular  momentum  for  a  star  is;; 

𝐿 = ீெమ


                                                                                                                                  (3.7) 

We  can  draw  an  analogous  relationship  between  the  Kerr  and  the  classical  expressions  (equations  

3.6  and  3.7): 

𝐽 = ீெ


= ீெ

ቀெ
ெ
ቁ = ீெమ


ቀ
ெ
ቁ = 𝐿 ቀ

ெ
ቁ                                                                              (3.8) 

 

The  dimensionless  parameter  (a/M)  acts  as  a  coefficient  of  the  classical  angular  

momentum  of  the  compact  object.    When  a  =  0,  the  compact  object  resides  in  a  metric  that  

reverts  to  the  Schwarzschild  metric,  and  when  a  =  M,  the  angular  momentum  is  at  its  maximum  

value  and  tweaks  the  metric  significantly.    The  dimensionless  parameter  (a/M)  is  also  denoted  in  

scientific  literature  as  the  parameter  𝑎∗,  or  the  lower  case  j.    The  dimensionality  of  the  angular  

momentum  parameter  can  be  inferred  through  the  relation: 

𝐽 = ீ

𝑀𝑎 → 𝑎 = 

ீெ
=

ቀೞ ቁ൬
మ

ೞ ൰

ቌ
య
ೞమ
ೖ ቍ()

= 𝑘𝑔    (3.9) 
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The  physical  parameter  a  is  in  terms  of  the  mass  equivalent  of  the  angular  momentum  of  

the  compact  object,  that  when  multipled  with  G/c2,  yields  a  measure  in  terms  of  radial  distance.    

The  event  horizon  relation  is  written  as: 

𝑟ு = 𝑀 ± √𝑀ଶ − 𝑎ଶ = ቀீ
మ
ቁ ൣ𝑀 ± √𝑀ଶ − 𝑎ଶ൧ = ቀீெ

మ
ቁ ቈ1 ± ට1 − ቀ

ெ
ቁ
ଶ
  (3.10) 

 

When  J  reaches  a  maximum  for  a  =  M,  the  black  hole  event  horizon  is:  𝑟ு = ቀீெ
మ
ቁ = ଵ

ଶ
𝑟ௌ        

(3.11) 

And  when  J  =  0  for  a  =  0,  the  event  horizon  is:      𝑟ு = ቀீெ
మ
ቁ (1 + 1) = ଶீெ

మ
,    or  the  

Schwarzschild  radius. 

 

The Kerr metric 

 

We can get the terms for the Kerr metric, which would describe the space-time around a rotating 

black hole.  I will be using it to determine the location of the event horizon (given by the solution 

to the Kerr metric with the angular momentum parameter a included).  Starting with Boyer-

Lindquist coordinates from the Kerr metric for a rotating Black Hole: 

𝑑𝜏ଶ = ቀ1 − ଶெ

ቁ 𝑑𝑡ଶ + ସெ


𝑑𝑡  𝑑𝜙 − ଵ

ଵିమಾೝ ାೌ
మ

ೝమ
𝑑𝑟ଶ − ቀ1 + మ

మ
+ ଶெమ

య
ቁ 𝑟ଶ𝑑𝜙ଶ  (3.12) 

The specific angular momentum, a: 

a = J/M where 0  ≤  M  ≤  1; 



 53 

For some physical context, the physical value of J for a star like the sun is  

J = 1.63 x 1048 g cm2 /  s  →  a  =  0.185  M; 

If a = 0, then the metric for the Black hole reverts to that of a non-rotating black hole (Schwarz-

schild).  

Focusing on the radial component of the metric,  

ଵ

ଵିమಾೝ ାೌ
మ

ೝమ
  𝑑𝑟ଶ      (3.13) 

This component blows up if the denominator approaches zero, implying a singularity exists: 

1 − ଶெ

+ మ

మ
= 0          (3.14) 

Multiplying equation (3.14) by r2, yields equation (3.15): 

𝑟ଶ ቀ1 − ଶீெ
మ

+ మ

మ
ቁ = 0            (3.15) 

Assuming G and c2 has been set to equal to one: 

𝑟ଶ − 2𝑀𝑟 + 𝑎ଶ = 0           (3.16) 

Using the quadratic formula to find the roots for this equation: 

𝑟 = ൬𝑀 ± √ସெమିସమ

ଶ
൰                (3.17) 

which simplifies as: 
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𝑟 = 𝑀 ± √𝑀ଶ − 𝑎ଶ            (3.18) 

If the equation is reevaluated with G and c2 included, the context of the roots become clearer in 

terms of distance: 

1 − ଶீெ
మ

+ మ

మ
= 0 = 1 − ோೞ


+ మ

మ
     (3.19) 

Where Rs is the Schwarzschild radius (Rs = ଶீெ


 ) 

𝑟ଶ ቀ1 − ଶீெ
మ

+ మ

మ
ቁ = 𝑟ଶ − ଶீெ

మ
+ 𝑎ଶ = 0    (3.20) 

The roots comes out as such since a = 1, b = 2GM/c2 and c = a2; 

𝑟 =
మಸಾ
మ

±ටరಸ
మಾమ

ర ିସమ

ଶ
= ீெ

మ
± ටீమெమ

ర
− 𝑎ଶ    (3.21) 

Expressing it in terms of the Schwarzschild radius (Rs),  

𝑟 = ଵ
ଶ
𝑅௦ ± ටଵ

ସ
𝑅௦ଶ − 𝑎ଶ           (3.22a) 

As a  →  0, r = ଵ
ଶ
𝑅௦ ±

ଵ
ଶ
𝑅௦;  which gives us two possible answers: 0, or Rs.     (3.22b) 

The unit a can only exists between values of zero and M, because if it exceeds either val-

ue, it goes outside the domain contained within the square root and a takes on an imaginary val-

ue. Thus, a2 ≤  M2. 

Resetting G and c2 to one, r reverts to: 
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𝑟 = 𝑀 ± √𝑀ଶ − 𝑎ଶ      (3.23) 

The unit 'a' can also be expressed into terms of Rs.  

The Kerr Metric's two horizons: 

𝑅 = 𝑀 − √𝑀ଶ − 𝑎ଶ        (inner  horizon)    (3.24) 

𝑅௫ = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ        (outer  horizon)    (3.25) 

 

In the static case:  

𝑅௦௧௧ = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃             (3.26) 

For  𝜃 =
𝜋
2 , 𝑎   → 0; 

𝑅௦௧௧ = 𝑀 + √𝑀ଶ = 2𝑀 = ଶீெ
మ

= 𝑅௦    (3.27) 

The volume between Rh and Rstatic is defined as the black hole's ergosphere.   When the 

black hole is rotating, three radii come into play: Rmax, Rmin, and Rstatic.   

At Rstatic, no force can keep anything static.  Spacetime rotates around the black hole at 

the speed of light; this is frame-dragging, or the Lense-Thirring Effect.  Within the ergosphere, 

frame-dragging dominates.  At Rmin, matter flows out and at Rmax, matter flows in.  As the black 

hole rotates faster, Rmin and Rmax, or Rinner and Router, respectively, moves in towards each other 
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where they meet for the value of a = M.  The event horizons would effectively be destroyed and 

a naked singularity would become exposed. 

To find the angular velocity ΩH : 

𝑔ఃః   =    𝑟ுଶ   +  𝑎ଶ   +
ଶெమ

ಹ
    Δ  =  r2 – 2Mr +a2                   (3.28a,b) 

                          𝑔௧௧   =   0   =      ௱  ି  
మ ௦మ ఏ
చమ

    ς2 = r2 + a2 cos2 θ                        (3.28c,d) 

gtΦ  �̇� + gΦΦ  �̇� = 0           (3.28e) 

ௗః
ௗ௧
  =   − 


  = ଶெ

(మ  ା  మ)ିమ ௦మ   ఏ
         (3.29) 

 

Multiply equation (3.28e) by 2�̇� : 

2  𝑔௧ః    �̇��̇�   =   −2  𝑔ఃః    𝜙ଶ̇         (3.30) 

𝑔௧௧  �̇�ଶ   +   2  𝑔௧ః  �̇��̇�   +   𝑔ఃః  𝜙ଶ̇   =   0    (3.31) 

Divide equation (3.31) by �̇�ଶ: 

    ௧̇మ  ା  ଶ    ௧̇థ̇  ା    థమ̇

௧̇మ
= 0     (3.32) 

I get: 

𝑔௧௧     +   2𝑔௧ః   ቀ
௧̇
థ̇
ቁ   +   𝑔ఃః ቀ

௧̇
థ̇
ቁ
ଶ
  =   0                                            (3.33) 
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Notice that ቀ ௧̇
థ̇
ቁ =


ഓ

ഓ

  = ௗః
ௗ௧

             (3.34) 

And inserting the equation (3.34) into equation (3.33) yields: 

𝑔ఃః   ቀ
ௗః
ௗ௧
ቁ
ଶ
  +   2𝑔௧ః   ቀ

ௗః
ௗ௧
ቁ   +   𝑔௧௧   =   0    (3.35) 

Using the quadratic formula again for equation (3.35): 

ௗథ
ௗ௧
=

ିଶഝ±ටସഝ
మ ିସഝഝ  

ଶഝഝ
     (3.36) 

ௗథ
ௗ௧
= −2 ൬ 

ഝഝ
൰ ± ඨ൬ഝ

ഝഝ
൰
ଶ
− ൬ 

ഝഝ
൰    (3.37) 

For a non-rotating black hole,   gtΦ  = 0          (3.38) 

𝑔௧௧   =   − ቀ1 −
ଶெ

ቁ          (3.40) 

𝑔ఃః   =    𝑟ଶ 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃     =    𝑟ଶ                        (𝜃   =   𝜋/2)    (3.41) 

ௗథ
ௗ௧
= ට−


ഝഝ

= ଵ

ට1 − ଶெ


       (3.42) 

For a rotating black hole, 

ௗథ
ௗ௧
= − ഝ

ഝഝ
= ଶெ

((మାమ)మିమఋ ௦మ ఏ)  
    (3.43) 

ௗథ
ௗ௧
= − ഝ

ഝഝ
± ഝ

ഝഝ
= 0   ⋁−2  

ഝ
ഝഝ

    (3.44) 



 58 

For a maximally rotating black hole, θ  =  π/2  and a = M, 

So the angular velocity becomes: 

ௗః
ௗ௧
  = ଶெమ

య  ା  ெమ  ା  ଶெయ                               (3.45) 

At the horizon, Δ  =  0 and r2 + a2 = 2MrH, which gives us:         (3.46) 

  𝑔௧௧   =
మ ௦మ ఏ

చమ
     (3.47) 

𝑔௧ః   =   
ିଶெಹ ௦మ ఏ

చమ
         (3.48) 

𝑔ఃః   =
(ଶெಹ)మ ௦మ ఏ  

చమ
         (3.49) 

ቀ   ౪ಅ
ಅಅ

ቁ
ଶ
  −  ቀ   ౪౪

ಅಅ
  ቁ
ଶ
൨
½
  =    ቂ ୟమ

(ଶ୰ౄ)మ
  − ୟమ

(ଶ୰ౄ)మ
  ቃ
భ
మ   =   0   (3.50) 

ௗః
ௗ௧
  = Ωு   =   




  = 
ଶெಹ

  = 
ಹ
మ  ା  మ

          (3.51) 

 

The  space-time  metric  gஜ  is  given  by  the  Kerr  metric  n  the  form  of  spherical  Boyer-Lindquist  

coordinates  (Press,  1972): 

 

 𝑔௧௧ = ቀ1 − ଶெ
ఀ
ቁ      𝑔௧௧ = −(𝑟ଶ + 𝑎ଶ)ଶ − 𝑎ଶ𝛥 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃                                            (3.52a,b) 

 𝑔௧థ =   − ସெ ௦మ ఏ
ఀ

             𝑔௧థ = −ଶெ
ఀ௱

                         (3.52c,d) 

 𝑔థథ = ቀ𝑟ଶ + 𝑎ଶ + 2𝑀𝑎ଶ𝑟 ௦
మఏ
ఀ
ቁ 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃       𝑔థథ = ௱ିమ ௦మ ఏ

௱ఀ ௦మ ఏ
   (3.52e,f) 
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 𝑔 =
ఀ
௱
           𝑔ఏఏ = 𝛴                                               (3.52g,h) 

 𝑔 = ௱
ఀ
               𝑔ఏఏ = ଵ

ఀ
      (3.52i,j) 

 𝛥 = 𝑟ଶ − 2𝑀𝑟 + 𝑎ଶ           𝛴 = 𝑟ଶ + 𝑎ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃                        (3.53a,b) 

 

The  Kerr  metric  is  time-independent  and  azimuthal  angle  (𝜙)  independent,  around  the  symmetry  

axis.    The  two  symmetries  are  expressed  in  a  coordinate  independent  way,  by  Killing  vectors  

(Press,  1972):     

   𝜂ఓ = 𝛿ఓ𝑡         𝜉ఓ = 𝛿ఓ𝜙                         (3.54a,b) 

 

and  the  covariant  derivative,  ∇ఓ    ; 

   ∇(ఓ  𝜂ఔ)     =   0    ∇(ఓ  𝜉ఔ) = 0                        (3.55a,b) 

                                                    𝜂ఓ  ∇ఓ  𝜉ఔ     =    𝜉ఓ  ∇ఓ𝜂ఔ                                                                                                                                                                      (3.55c)

  

 

In  Boyer-Lindquist  coordinates,  the  metric  now  becomes: 

 𝑔௧௧ = (𝜂𝜂)                  𝑔௧௧   =   − కక
(ఎక)మି(ఎఎ)(కక)

=   −𝑒ଶథ                         (3.56a,b) 

                          𝑔௧థ = (𝜂𝜉)            𝑔௧థ =   − ఎక
(ఎక)మି(ఎఎ)(కక)

=   +𝜔  𝑒ଶథ                         (3.56c,d) 

 𝑔థథ = (𝜉𝜉)               𝑔థథ =   − ఎక
(ఎక)మି(ఎఎ)(కక)

=   −�̃�ଶ  𝑒ଶథ       (3.56e,f) 

 

The  quantities  are: 

  𝜔  =  -(ఎక)
కక
                                  the  frame  dragging  angular  velocity,                         (3.57) 
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  𝜙 = ଵ
ଶ
𝑙𝑛൫(𝜂𝜂) + 𝜔(𝜂𝜉)൯                      the  gravitational  potential                       (3.58) 

  −�̃�ଶ = − కక
ఎఎ
                              the  square  of  the  gyration  radius           (3.59) 

 

In  classical  Newtonian  gravity,  the  angular  momentum  ℓ𝓁  is  equal  to  𝑟ଶ𝛺.                    (3.60) 

In  Kerr  geometry,  the  modified  angular  momentum  is  ℓ𝓁  =  𝑟ଶ෪(𝛺 − 𝜔),             (3.61) 

containing  two  terms:  the  angular  velocity,  𝛺,  and  the  angular  velocity  of  the  frame  dragging  

(known  as  the  Lenses-Thirring  effect),  𝜔.    This  creates  two  different  physical  frames  of  

reference;;  the  stationary  frame  with  respect  to  other  stars  apart  from  the  rotating  object  in  

question  (𝛺 = 0),  and  the  zero  angular  momentum  observer  (ZAMO)  frame  of  reference  that  

doesn’t  rotate  locally  (ℓ𝓁  =  0).     

Two  sets  of  observers  are  considered: 

Stationary  observer  at  infinity:    Ni  =  𝜂                                   (3.62) 

ZAMO:    ni    =  𝑒థ൫𝜂 + 𝜔  𝜉൯               (3.63) 

where  Ni  and  ni  are  projected  onto  the  space  normal  to  the  plane  of  the  observer’s  perspective  

(Press,  1972).    The  two  frames  co-rotate  with  each  other  at  the  frame-dragging  velocity,   

𝜔 = − ഝ
ഝഝ

                                            (3.64) 

 
 

Circular  geodesic  motion  generally  occurs  along  the  equatorial  plane  where  𝜃 = గ
ଶ
  in  the  

Kerr  geometry  and  the  accretion  disk  is  set  along  the  equatorial  plane  in  the  black  hole’s  

reference  frame.    The  equation  that  defines  the  circular  motion  is: 

ui  =  A(𝜂 +   𝛺  𝜉),                           ui  𝛻i    uk  =  0                                                    (3.65a,b) 

𝛺  is  the  angular  velocity  as  observed  by  a  stationary  observer,  and  A  is  the  red-shift  factor  (A=-
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𝑢௧);; 

-A-2    =  gtt  +2  𝛺  𝑔௧థ  +  𝛺ଶ  𝑔థథ            (3.66) 

     𝛺 = ௨ഝ
௨
= ௗథ

ௗ௧
              (3.67) 

 

Due  to  the  Killing  symmetries,  the  energy  𝜀  and  specific  angular  momentum  ℒ  are  constant  

along  the  particle  trajectory  (Press,  1972): 

 

  ℰ =   −µμఎ  =  -ut                ℒ =   −
ஜ
ஜആ
        =  −௨ഝ

௨
                         (3.68a,b) 

 

the  other  quantities  are  cast  in  these  terms  accordingly;; 

  𝛺 = ℒ  ାഝ
ℒ  ഝାഝഝ

          ℒ = ఆ  ାഝ
ఆഝାഝഝ

                                 (3.69a,b) 

  ℰ =   −𝐴൫𝑔௧௧ +   𝛺  𝑔௧థ൯           (3.69c) 

 

The  effective  potential  also  is  expressed  as: 

   Ueff  =  
ଵ
ଶ
𝑙𝑛൫𝑔௧௧ − 2  ℒ  𝑔௧థ + ℒଶ  𝑔థథ൯                    (3.70) 

 

As  determined  in  terms  of  the  effective  potential  and  the  rescaled  energy  ε ∗= ln ε,  a  slightly  

perturbed  non-circular  motion  under  the  condition, 

V2    =  ur  ur  grr  <<  𝑢థ  𝑢థ  𝑔థథ,                          (3.71a,b) 

              =  𝑢ఏ  𝑢ఏ  𝑔ఏఏ ≪ 𝑢థ  𝑢థ  𝑔థథ                                                (3.71c,d) 

is  expressed  by  the  following  equation: 

½  V2  =  𝜀 ∗   −  Ueff               (3.72) 
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This  is  the  same  equation  that  applies  in  the  Newtonian  case.    As  well  as  for  Newtonian  theory  as  

for  the  general  relativistic  case,  unperturbed  circular  orbits  are  given  by  the  condition  of  the  

extrema  of  the  effective  potential: 

                                                                                                   ቀఋ
ௗ

ቁ = 0                                                    (3.73) 

 

The  unperturbed  orbits  follow  simple  harmonic  oscillator  equations  (for  V  being  either  in  the  

radial  or  vertical  direction:  (𝛿�̇�, and  𝛿�̇�,  respectively). 

𝛿�̈� + 𝜔ଶ  𝛿𝑟 = 0                                𝑑�̈� + 𝑤ఏ
ଶ  𝛿𝜃 = 0                                                                            (3.74a,b) 

This  is  where  the  radial  and  vertical  epicyclic  frequencies  come  from:  perturbed  orbits  of  

infalling  matter  and  their  motion  along  the  Kerr  metric.    The  epicyclic  frequencies  are  defined  as  

the  second  derivatives  of  the  effective  potential, 

   𝜔r
2  =  ቀఋ

మ
ఋమ

ቁ                        𝜔ఏ
2  =  ቀఋ

మ
ఋఏమ

ቁ                                              (3.75a,b) 

where  dx*2  =  -gxx  dx2.     

 

The  formulae  in  the  Kerr  metric  (with  x  =  r/M)  are  as  follows:   

                                                                                                                                𝛺K2  =  ቀ
ீெ
ோయ
ቁ ൬1 + 𝑎 ቀெ

ோయ
ቁ
ଶ
൰
ିଵ

                   (3.76) 

                                (𝜔∗)2  =    𝛺K2  (1  -  6  x-1  +  8  a  x-3/2  -3  a2  x-2)              (3.77) 

                                  (𝜔ఏ
∗     )2  =    𝛺K2  (1  -  4  a  x-3/2  +3  a2  x-2)                 (3.78) 
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Orbital  radii 

 

Circular  orbits  in  the  Kerr  metric  exist  in  the  region  r  >  rph,  rph  being  the  photon  orbit.    

Bound  orbits  are  found  in  the  region  r  >  rmb,    rmb  being  the  marginally  bound  orbit,  and  stable  

orbits  belong  to  the  region  r  >  rms,    rms  being  the  marginally  stable  orbit,  and  also  known  as  the  

Innermost  Stable  Circular  Orbit  (ISCO).      Out  of  the  listed  radii,  the  last  one  is  usually  at  the  

radius  the  inner  disk  edge  is  set  at,  for  most  accretion  disk  models. 

 

The  radii  are  determined  by  the  formulae: 

  Photon  orbit:         rph    =    rG  [1  +  cos[2/3  cos-1(a)]]                                   (3.79) 

  Bound  orbit:       rmb    =  rG  [1-a/2+[1-a2]  1/2]             (3.80) 

  Stable  orbit:       rms    =  rG  [3  +  Z2  -  [(3  -  Z1)(3  +  Z1-  2Z2)]1/2]          (3.81) 

with  Z1  =  1+(1-a2)1/3[(1+a)1/3+(1-a)1/3],      Z2  =  (3a2+Z12)1/2.                    (3.82a,b) 

 

 

The  Keplerian  angular  momentum  is  expressed  as: 

ℓ𝓁 =    ℓ𝓁(𝑟, 𝑎) =
మିଶ

భ
మାమ


య
మିଶ

భ
మା

                                                                                                        (3.83) 

The  black  hole  event  horizon  is  defined  by  the  following  equation: 

rH  =  rG/2  (1+[1  -  a2])1/2  =  M  +  (M2    -  a2)1/2;;           (3.84) 

and  the  ergosphere: 

rG  =  M  +  (  M2    -  a2  cos2𝜃  )1/2;;            (3.85) 

The  ergosphere  is  thickest  at  the  equator  where  𝜃  =  గ
ଶ
  and  thinnest  at  the  poles  where  𝜃  =  

0  or  𝜋.    The  ergosphere  bulges  at  the  equator  and  as  the  spin  increases,  it  flattens  until  at  the  
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maximal  rate  of  spin,  the  ergosphere  is  flat  and  the  singularity  is  exposed.     

In  the  non-rotating  case  the  metric  terms  𝑔௧థ  =  𝑔௧థ = 0  vanish  and  the  Kerr  metric  becomes  the  

Schwarzschild  metric  instead. 

Going  back  to  the  Kerr  metric  expressed  in  Boyer-Lindquist  coordinates: 

𝑑𝑠ଶ = − ∆
ఀ
(𝑑𝑡 − 𝑎 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 𝑑𝜙)ଶ + 𝛴 ቀௗ

మ

∆
+ 𝑑𝜃ଶቁ + ௦మ ఏ

ଶ
(𝑎  𝑑𝑡 − (𝑟ଶ + 𝑎ଶ)𝑑𝜙ଶ)ଶ                (3.86) 

∆= 𝑟ଶ − 2𝑀𝑟 + 𝑎ଶ                                  𝛴 = 𝑟ଶ + 𝑎ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃                                                        (3.87a,b) 

where  M  is  mass,  a  is  the  angular  momentum  per  unit  mass  (a  =  J/M).    This  equation  yields  roots  

that  are  the  solutions  for  the  black  hole's  event  horizons.     

 

The  Kerr  space-time  metric  is  also  a  separable  partial  differential  equation  that  enables  

separation  of  variables  in  a  Hamilton-Jacobi  equation  for  geodesics.    The  equation  contains  

symmetries  (time-translational  and  rotational)  that  render  it  integrateble. 

The  equatorial  plane  is  the  setting  for  the  orbiting  particles  within  the  accretion  disk  so  the  angle  

𝜃  is  set  at  𝜃 = గ
ଶ
.    The  motions  are  purely  circular  and  the  circular  motions  as  well  as  ensuing  

perturbations  in  the  circular  motion  can  be  expressed  by  approximations  in  the  geodesic  

equation: 

ௗమ௫ഋ

ௗ௦మ
+ 𝛤ఈఉ

ఓ ௗ௫ഀ

ௗ௦
ௗ௫ഁ

ௗ௦
= 0                      (3.88) 

with  s  being  the  proper  time  along  geodesic  paths,  and  Γ  as  the  Christoffel  symbols  of  the  space-

time  metric. 

 

With  the  circular  motion  in  the  equatorial  plane,  r  =  r0,  𝜃 =
గ
ଶ
,  a  position  vector  𝑧ఓ(𝑠) =

{𝑡(𝑠), 𝑟,
గ
ଶ
, 𝛺 ∗ 𝑡(𝑠)},  is  introduced,  with  Ω0  being  the  orbital  frequency.     
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The  Christoffel  symbols  for  the  Kerr  metric  show  for  the  circular  motion,  𝜇  =  0,  2,  3  components  

of  the  geodesic  equation  are  trivial  and  the  𝜇    =  1  component  gives  us: 

Ω = ± ஐ౩
ଵ±ୟஐ౩

                 (3.89) 

with  𝛺௦  being  the  Keplerian  frequency,  and  the  plus  sign  denoting  a  direct  orbit  and  the  minus  

sign  denoting  a  retrograde  orbit.    Using  the  angular  velocity  solution  to  the  geodesic  equation  in  

the  normalization  condition  for  the  4-velocity,  𝑔ఓఔ𝑢ఓ𝑢ఔ = −1,  an  expression  for  the  particle's  

energy  per  unit  mass  can  be  found: 

ா

= మିଶெ±√ெ

൫మିଷெ±ଶ√ெ൯
భ
మ
                      (3.90) 

where  E  =  mu0.    The  denominator  gives  the  photon  orbit  rph  if  set  to  zero  and  its  roots  are  found.     

 

The  circular  motion  is  only  possible  for  regions  beyond  the  value  r  >  rph.    A  deviation  vector  is  

introduced  to  determine  the  epicyclic  motion:      𝜉ఓ(𝑠) = 𝑥ఓ(𝑠) − 𝑧ఓ(𝑠) 

The  geodesic  equation  is  expanded  in  powers  of      about  the  circular  orbits.    A  linear  

approximation  gives  two  decoupled  oscillations  in  the  radial  and  vertical  directions.     

 

The  frequencies  of  the  oscillations  are: 

 

𝛺ଶ = 𝛺ଶ ቀ1 −
ெ

− ଷమ

మ
± 8𝑎𝛺௦ቁ          (3.91) 

𝛺ఏଶ = 𝛺ଶ ቀ1 +
ଷమ

మ
∓ 4𝑎𝛺௦ቁ     (3.92) 

 

The  condition  for  stability  of  circular  motions  against  oscillations  require  that  𝛺ଶ, 𝛺ఏଶ >

0.    The  radii  for  the  innermost  stable  circular  orbit  (ISCO)  can  be  determined  from  this  
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condition. 

The  vertical  oscillation  is  always  non-negative  in  the  region  of  existence  and  radial  stability  of  

the  circular  motion.    The  motion  is  stable  with  respect  to  the  oscillations  in  the  vertical  direction.    

The  perturbations  in  the  circular  motion,  as  well  as  the  circular  motion  itself,  yields  three  

frequencies:  𝛺, 𝛺, 𝛺ఏ. 

In  Newtonian  gravity,  all  three  frequencies  would  be  the  same  and  equal  to  the  Keplerian  

frequency,  𝛺.    In  an  Schwarzschild  field,  the  vertical  epicyclic  frequency  and  the  orbital  

frequency  would  be  equal  to  the  Keplerian  frequency  while  the  radial  epicyclic  frequency  would  

not  be.    The  Kerr  field  with  strong  rotational  dynamics  skews  the  frequencies  from  the  standard  

Newtonian  and  Schwarzschild  expressions.    The  scale  at  which  the  Kerr  metric  affects  the  

frequencies  is  important  for  understanding  the  astrophysical  significance  of  the  phenomena  in  

question. 

 

The  characteristic  frequency  scale  is: 

𝛺 →  𝜈 =
య

ଶగீெ
= ଵ

గ
  ቀ మ

ଶீெ
ቁ ∗ 𝑐 = ଵ

గ

ೞ

    (3.93) 

≅ 3.2 × 10ସ   ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
  𝐻𝑧     (3.94) 

Using  the  orbital  angular  velocity  expression,  the  orbital  frequency  around  a  maximally  rotating  

black  hole  is: 

𝜈 =
ଵ
ଶ
  𝜈 ≅ 1.6 × 10ସ   ൬ ெ

ெ⦾
൰
ିଵ
𝐻𝑧,      at  the  direct  ISCO   (3.95) 

𝜈 =
ଵ
ଶ
  𝜈 ≅ 1.2 × 10ଷ   ൬ ெ

ெ⦾
൰
ିଵ
𝐻𝑧,      at  the  retrograde  ISCO        (3.96) 
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As  the  value  of  a  (angular  momentum  parameter  per  unit  mass)  increases,  the  ISCO  

radius  moves  towards  the  black  hole  horizon  and  the  corresponding  orbital  frequency  increases  

an  approaches  a  maximum  value.    The  vertical  epicyclic  frequency  reaches  its  maximum  then  

declines  in  value  where  𝜈ఏ  =  0  at  r  =  M,  for  a  =  M. 

 

Both  frequencies  decreases  with  increasing  values  of  a  for  the  retrograde  ISCO  radius  

and  their  ratio  lingers  about  unity.    For  particular  orbits  near  the  black  hole  horizon,  the  predicted  

values  of  the  epicyclic  frequencies  are  closed  to  the  detected  frequencies  for  the  twin  peak  QPOs,  

in  a  3:2  ratio  for  some  black  hole  binaries  (J1550-564,  H1743-322,  and  GRS1915+105,  for  

example,  with  corresponding  frequency  pairs  of  184,  276  Hz,  165,  241  Hz,  and  113,  168  Hz,  

respectively).    The  highest  epicyclic  frequencies  of  small  oscillations  are  found  about  circular  

orbits  in  the  Kerr  field.    The  highest  epicyclic  frequencies  can  be  found  for  specific  values  of  the  

direct  and  the  retrograde  ISCO  radii.     

 

Taking  the  first  derivative  of  the  expression  with  respect  to  r,  we  get: 

𝑟ଷ(8𝑀 − 𝑟) + 𝑎ଶ(5𝑟 − 4𝑀𝑟) ± 2𝑎√𝑀𝑟  ൫𝑎ଶ + 𝑟(𝑀 − 6𝑟)൯ = 0   (3.97) 

 

This  gives  the  radii  for  the  highest  epicyclic  frequencies. 

At  a  =  0,  rmax  =  8M,  and      𝜈ಾಲ ≈ 707.1   ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
𝐻𝑧             (3.98) 

For  non-zero  values  of  a,  the  equation  has  to  be  solved  numerically  to  find  the  radii. 

At  a  =  M,  for  the  direct  orbit,  rmax    ≈  2.4  M, 

𝜈ಾಲ ≈ 2453   ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
𝐻𝑧     (3.99) 
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At  a  =  M  for  the  retrograde  orbit,  rmax  ≈  11.8  M, 

𝜈ಾಲ ≈ 422.6   ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
𝐻𝑧     (3.100) 

 

At  the  characteristic  ISCO  radii,  when  the  radial  epicyclic  frequency  reaches  its  highest  

value,  the  ratio  of  the  frequencies  ఔഇ
ఔೝ
    =  2:1  remains  the  same  even  as  a  approaches  the  maximal  

value  of  M.    This  matches  observed  twin  QPO  frequencies  in  the  X-ray  spectrum  of  black  hole  

binaries.    For  example,  GRS1915+105  exhibited  a  pair  of  QPOs  that  fall  in  the  expected  range  of  

epicyclic  frequencies  (164,  328  Hz)  for  a  black  hole  of  spin  a  ~  0.8-0.9  M.     

The  frequencies  show  consistent  ratios  of     ఔഇ
ఔೝಾಲ

  =  2  :  1,     ఔబ
ఔೝಾಲ

    =  2  :  1,  and      ఔబ
ఔഇ
    =  1  :  1. 

 

Going  back  to  the  vertical  epicyclic  frequency,  the  expression  also  gives  the  highest  

values  for  high  a.    The  maxima  of  the  following  equation  give  the  characteristic  orbital  radii  that  

yield  the  highest  vertical  epicyclic  frequency: 

𝑟൫𝑟ଷ + 𝑎ଶ(5𝑟 − 2𝑀)൯ + 2𝑎√𝑀𝑟  (𝑎ଶ − 3𝑟ଶ) = 0    (3.101) 

This  also  is  to  be  solved  numerically  as  well. 

For  a  =  M,  rmax  ≈  1.86  M    and  the  highest  vertical  epicyclic  frequency  is: 

𝜈ఏಾಲ ≈ 4875   ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
𝐻𝑧     (3.102) 

𝜈ಾಲ ≈ 2236 ൬ ெ
ெ⦾

൰
ିଵ
𝐻𝑧        at  the  same  radius   (3.103) 

The  ratio  of  the  two  frequencies  is  2  :  1  as  well. 
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Frequencies  and  Radii  Relevant  to  the  QPO  Models 

 

I  return  to  the  QPO  models  and  now  start  referring  to  the  specific  radii  associated  with  the  

disk  in  terms  of  the  Kerr  metric,  so  they  will  have  a  physical  context.    The  plasma  in  the  disk  at  

specific  radii  will  have  Keplerian  frequencies  associated  with  their  motion  or  orbits.    The  QPO  

frequencies  can  be  taken  as  being  associated  with  an  interaction  at  a  radius.    For  example,  a  

particle  moving  in  circular  motion,  under  the  influence  of  gravity  in  the  equatorial  plane  of  a  

spinning  object,  is  perturbed  from  its  original  path.    It  will  then  have  an  orbital  frequency,  a  

radial  epicyclical  frequency  (frequency  to  go  through  a  full  cycle  in  radial  motion),  and  a  vertical  

epicyclical  frequency  (frequency  to  go  through  a  full  cycle  in  latitudinal  motion). 

To  use  an  analogy,  the  radial  motion  of  a  particle  would  be  akin  to  a  snake  weaving  side  to  side  

on  the  equatorial  plane,  and  the  vertical  motion  would  be  comparable  to  a  dolphin  weaving  up  

and  down  through  the  equatorial  plane.     

 

In  the  case  of  Newtonian  gravity,  these  frequencies  are  degenerate  but  due  to  the  

deviation  from  the  1/r2  power  law  and  frame  dragging,  the  frequencies  separate  in  close  

proximity  to  the  rotating  compact  object.    For  a  black  hole,  the  general  relativistic  modification  

requires  invoking  Kerr  space-time  geometry.    The  Keplerian  frequency  is  the  largest  of  the  three  

frequencies  in  play  and  at  the  ISCO  in  general-relativistic  geometry, 

𝜈 = 2200  𝐻𝑧   ቀெ⌾
ெ
ቁ   for  j ≪ 1                                                                                                (3.104) 

Where  the  dimensionless  angular  momentum  parameter  is  j  =  (a/M)1/2.    These  formulae  are  exact  

for  black  holes  in  Schwarzschild  geometry  but  at  order  j2  veers  towards  Kerr  geometry  for  a  

rotating  black  hole  (Hartle  J.  a.,  1968).    The  radial  epicyclical  frequency  vanishes  at  the  ISCO  so  
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it  is  surmised  that  there  must  be  no  restoring  acceleration  at  that  radius  if  the  particle  moves  past  

that  radius.    It  should  be  noted  that  the  quality  factor  also  drops  off  sharply  at  that  point,  

indicating  the  QPO  can  only  occur  at  the  ISCO  as  a  minimally  possible  radius. 

 

There  is  no  established  exact  source  of  the  QPO  phenomenon,  but  the  source  most  

focused  on  in  accretion  disk  phenomena  is  the  disk  due  to  its  size  and  established  anatomy,  

particularly  the  event  horizon  and  the  ISCO  and  orbital  radii  beyond,  where  the  Keplerian  orbital  

motion  at  any  and  all  radii  and  oscillation  modes  produce  a  range  of  variable  frequencies.    

Structures  such  as  the  corona,  magnetosphere,  compact  object/disk  boundary,  or  jets  can  serve  to  

contribute  to  frequency  variables  as  well.    It  is  orbital  motion,  particularly  general-relativistic  

epicyclic  motions  and  disk  oscillations  that  are  invoked  in  most  cases  for  QPO  phenomenon  

studies.     

 

Free-particle  orbits  around  a  spherically  symmetric  massive  object  are  closed  in  

Newtonian  space-time  and  have  a  Keplerian  frequency  in  Kerr  metric  and  physical  terms: 

𝜈 = ටீெ
య
∗ ଵ
ଶగ
≈ 1184  Hz   ቀ 


ቁ
ିయమ   𝑚ଵ.ସ

భ
మ                                                                                     (3.105a) 

≈ 184  𝐻𝑧   ቀ 
ଵ  

ቁ
ିయమ   𝑚ଵ

భ
మ      (3.105b) 

where  m1.4  and  m10  are  the  compact  object's  mass  in  solar  mass  units  of  1.4  and  10  ൬
ெ
ெ⦾

൰,  

respectively  and  r  is  the  orbital  radius  in  km. 

 

In  General  Relativity,  the  orbits  are  not  closed  and  a  precession  effect  emerges  that  leads  

to  overlapping  open  orbits  of  the  falling  particles.    The  azimuthal,  radial,  and  vertical  motion  
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veers  from  the  Newtonian  motion  (Merloni,  1999).    As  a  result,  eccentric  orbits  veer  about  the  

periastron  precession  frequency,  𝜈,  and  the  orbits  tilted  relative  to  the  equatorial  plane  of  the  

spinning  compact  object  wobble  at  the  nodal  precession  frequency,  νperi  =  νϕ  –  νr.     

 

General  Relativity  predicts  for  a  region  beyond  a  particular  radius,  no  stable  orbital  

motion  is  possible  so  Newtonian  expressions  are  only  viable  beyond  that  radius  towards  infinity.    

This  radius  is  the  ISCO  (Bardeen,  1972).      Inside  this  radius  is  the  plunging  region.    An  

precession  effect  occurs  with  particles’  orbits  that  lead  to  increased  collisions  and  further  

dissipation  of  their  angular  momentum  that  result  in  a  free-fall  towards  the  compact  object.     

The  equation  that  determines  the  ISCO  radius  comes  from  the  condition,  𝑟ଶ − 6  𝑟  𝑟 + 8𝑟
య
మ  𝑟

భ
మ −

3  𝑟ଶ ≥ 0  (Bardeen,  1972),  for  stable  orbits  and  can  be  solved  analytically  for  the  values  of  a  =  0,  

and  a  =  M.                     

(3.106) 

For  the  values  in  between,  the  marginally  stable  circular  radius  has  to  be  determined  

numerically.    For  Schwarzschild  geometry  (a  =  0),  rms  (ISCO)  is: 

𝑟௦ = 6  𝑟 =
ீெ
మ

≈ 12.5  𝑘𝑚 ∗ 𝑚ଵ.ସ ≈ 8.9  𝑚ଵ  𝑘𝑚,                                                  (3.107) 

and  the  (highest  stable)  orbital  frequency  is: 

𝜈௦ =
య

ଶగ
య
మீெ

≈    ଵଵହ
భ.ర

  𝐻𝑧   ≈ ଶଵଽ
భబ

  𝐻𝑧                                                                                    (3.108) 

For  prograde  orbital  motion  in  the  equatorial  plane  due  to  the  Kerr  geometry,  the  ISCO  is: 

for  j → 1, 𝑟௦ → 𝑟 =
ீெ
మ
        and      𝜈௦ =

య

ସగீெ
≈ ଵଵଵ

భబ
  𝐻𝑧                                              (3.109) 

The  corresponding  frequency  also  increases  with  the  value  of  j,  and  the  orbital  frequency  

can  be  used  to  infer  the  compact  object's  spin  (Sunyaev,  1973). 
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To  first  order  in  j  (Kluzniak  W.  M.,  1990)  (Miller  M.  L.,  1998)  (Miller  M.  L.,  1998), 

𝑟௦ = ቀீெ
మ
ቁ (1 − 0.54  𝑗)                                                                                                      (3.110) 

𝜈௦ = ൬ య

ଶగ
య
మீெ

൰ (1 + 0.75  𝑗)                                                                                                (3.111) 

 

Disk  flows  can  penetrate  further  than  the  ISCO,  provided  they  do  not  surpass  the  marginally  

bound  orbit  radius  rmb  =  rg(2  –  j)  +  2  rg  (1  –  j)1/2,  which  is  inside  the  ISCO,  before  the  plasma  

plunges  through  the  event  horizon  (Abramowicz  M.  K.,  2004).                                       

(3.112) 

 

A  Schwarzschild  metric  describes  the  space-time  outside  a  spherically  symmetric  

stationary  star.    The  Kerr  metric  describes  the  space-time  outside  a  spinning  star  to  first  order  in  

j,  and  the  precise  frequencies,  depending  on  the  distribution  of  mass  (Hartle  J.  T.,  1968)  (Miller  

M.  L.,  1998)  (Shibata,  1998)  (Morsink,  1999)  (Markovic)  (Sibgatullin,  2002)  (Abramowicz  M.  

A.,  2002). 

Periastron  and  nodal  precession  are  prograde  since  νr  and  𝜈ఏ  <  νϕ.    Periastron  precession  

is  due  to  the  non-1/r2  nature  of  gravity  as  defined  by  General  Relativity. 

Nodal  precession  is  due  to  the  frame  dragging  or  Lense-Thirring  precession  (Lense,  

1918)  caused  by  the  compact  object's  spin.    In  the  case  of  a  neutron  star,  a  frequency  νϕ  for  stable  

orbital  motion  constrains  its  mass  and  its  radius  (Miller  M.  L.,  1998),  in  which  R  must  be  smaller  

than  the  orbital  radius  r  and  the  ISCO  has  to  be  less  than  r  for  Keplerian  orbits.    This  (R  <  r)  

condition  leads  to  the  frequency  νϕ  putting  a  mass-dependent  upper  limit  on  R  and  the  ISCO  

condition  puts  a  upper  limit  on  the  neutron  star's  mass, 
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ீெ
మ

  <    ቀ ீெ
ସగమఔమ

ቁ
భ
య   →   𝑀   <    య

ଶగ
య
మீఔ

                                                                                          (3.113) 

 

Confirmation  through  detection  of  the  ISCO  would  serve  as  proof  of  strong-field  general-

relativistic  effects  and  prove  the  compact  object  is  smaller  than  the  ISCO  (Kluzniak  W.  W.,  

1985)  (Paczynski,  1987)  (Biehle,  1993).    When  the  accretion  disk  inner  edge  reaches  the  ISCO,  

the  QPO  frequency  would  reach  an  upper  limit  while  the  accretion  rate  �̇�  increases  (Miller  M.  

L.,  1998). 

 

The Gravitational Potential of a Kerr Black Hole 

 

The  Paczynski-Witta  pseudo-Newtonian  potential  for  a  black  hole  is  written  as: 

𝛷 = ீெ
ିಸ

                                                                    𝑟 = ଶீெ
మ
        (3.114a,b) 

This  pseudo-Newtonian  potential  is  usually  invoked  in  a  number  of  astrophysical  models  for  

simplification  purposes  and  approximates  the  gravity  of  a  compact  object  in  simulations.     

But  a  more  appropriate  expression  for  a  pseudo-Newtonian  potential  for  a  Kerr  black  hole  or  

neutron  star  would  be: 

𝛷 = ீெ
ିಹ

                                                        𝑟ு = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ        (3.115a,b) 

𝛷 = ீெ
ቀଵିೝಹೝ ቁ

= ீெ

ቀଵିభೝቀ
ಸ
మ
ቁൣெା√ெమିమ൧ቁ

= ீெ

ቌଵିೝಸమೝቆଵା
ටଵିቀೌಾቁ

మ
ቇቍ

                  (3.116) 

When  a  =  0,  it  reverts  to  the  same  expression  for  the  Pazcynski-Witta  potential. 
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𝛷 = ீெ

൬ଵିభೝቀ
మಸಾ
మ

ቁ൰
= ீெ

ቀଵିೝಸೝ ቁ
     (3.117) 

 

This  would  be  an  appropriate  expression  for  cases  of  significant  compact  object  spin  for  

astrophysical  settings. 

The  Paczynski-Witta  potential  can  be  derived  in  steps.    First,  beginning  in  Newtonian  

theory,  with  the  parameters  E  for  energy  and  L  for  angular  momentum,  𝛷(r)  for  the  gravitational  

potential,  and  V  for  the  radial  velocity.    The  orbital  motion  is  described  in  terms  of  the  effective  

potential: 

𝑈(𝑟, 𝐿) = 𝛷(𝑟) + మ

ଶమ
                    (3.118) 

ଵ
ଶ
𝑉ଶ = 𝐸 − 𝑈(𝑟, 𝐿)                   (3.119) 

 

Circular  orbits’  locations  are  determined  by  the  extrema  of  the  potential  as  stated  by  equation  

(3.110): 

ቀௗ
ௗ
ቁ

= 0        (3.120) 

or  to  restate  it  in  terms  of  the  effective  potential;; 

ቀௗః
ௗ
ቁ − 𝐿ଶ ቀ ଵ

య
ቁ = 0                 (3.121) 

 

The  particles  are  moving  in  circular  orbits  confined  to  the  equatorial  plane  ቀ𝜃 = గ
ଶ
ቁ  in  

Schwarzschild  space-time,  and  I  can  construct  a  positive  small  quantity  from  the  radial  

component  of  the  four-velocity  ur,     

𝑉ଶ = (𝑢)ଶ𝑔 ≪ 1                 (3.122) 
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Since  𝑢థ  and  𝑢௧  are  constants  of  the  motion,  the  angular  momentum  of  the  particle,  L,  becomes:            

𝐿 = −௨ഝ
௨
;                                                                                                                                (3.123) 

 

Which  is  also  a  constant  of  the  motion.    The  condition  1 = 𝑢  𝑢  𝑔 = (𝑢௧)ଶ𝑔௧௧ + ൫𝑢థ൯
ଶ𝑔థథ +

(𝑢)ଶ𝑔  can  be  restated  as:             (3.124) 

ଵ
ଶ
𝑙𝑛[1 + 𝑉ଶ] = 𝑙𝑛 𝑢௧ + ଵ

ଶ
𝑙𝑛ൣ𝑔௧௧ + 𝐿ଶ𝑔థథ൧                                                                              (3.125) 

 

The  left  hand  side  of  the  equation  can  be  expanded  to  give  the  result  of    ଵ
ଶ
𝑉ଶ,  and  setting  the  

definition  of  𝐸 = 𝑙𝑛 𝑢௧,  the  effective  potential  becomes: 

𝑈(𝑟, 𝐿) = − ଵ
ଶ
𝑙𝑛ൣ𝑔௧௧ + 𝐿ଶ𝑔థథ൧ ;            (3.126) 

 

The  condition  is  restated  in  a  form  that  mirrors  that  of  the  Newtonian  formula.    The  

Newtonian  condition  for  the  vanishing  derivative  of  the  effective  potential  can  be  applied  to  the  

relativistic  effective  potential: 

ቀௗ


ௗ
ቁ + 𝐿ଶ ቀడ

ഝഝ

డ
ቁ = 0       (3.127) 

On  the  equatorial  plane,  𝑔థథ = − ଵ
మ
, 𝑔௧௧ = 

ିಸ
,      𝑜𝑟  𝑔௧௧ = 

ିಹ
,  for  a  rotating  black  hole. 

  (3.128a,b,c) 

 

The  equation  becomes: 

ௗ
ௗ
ቀ− ீெ

ିಸ
ቁ − 𝐿ଶ ቀ ଵ

య
ቁ = 0                                             ௗ

ௗ
ቀ− ீெ

ିಹ
ቁ − 𝐿ଶ ቀ ଵ

య
ቁ = 0                                  (3.129a,b) 
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Comparing  Newton’s  and  Einstein’s  equations,  the  gravitational  potential  should  have  the  

same  Paczynski-Witta  form.     

 

To  derive  the  previous  equation,  the  following  relation  is  invoked: 

𝑔௧௧ = 
ିಸ

= ಸ
ିಸ

+ 1 = 2𝛷(𝑟) + 1      (3.130a) 

𝑔௧௧ = 
ିಹ

= ಹ
ିಹ

+ 1 = 2𝛷(𝑟) + 1                                                                                              (3.130b) 

 

The  Keplerian  angular  momentum  in  Schwarzschild  space-time,  or  Kerr  space-time,  can  be  

derived,  along  with  the  Paczynski-Witta  potential  with  the  same  formula: 

𝐿ଶ = ீெయ

(ିಸ)మ
            or  for  a  rotating  black  hole,                𝐿ଶ = ீெయ

(ିಹ)మ
  (3.131a,b) 

The Newtonian angular momentum is expressed as:   𝐿 = 𝑟ଶ𝛺      (3.132) 

But the Schwarzschild angular momentum is expressed as:   𝐿 = మఆ
ଵିೝಸೝ

     (3.133) 

And the Kerr analog of the angular momentum would be:  𝐿 = మఆ
ଵିೝಹೝ

     (3.134) 

The Keplerian angular velocity as calculated in Schwarzschild geometry and in the Paczynski-

Witta potential are not equal: 

𝛺ௌு = ቀீெ
య
ቁ
భ
మ                 𝛺ௐ = ቀீெ

య
ቁ
భ
మ ቀ 

(ିಸ)
ቁ   (3.135a,b) 

The Keplerian angular velocity for Kerr space-time would be:  
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𝛺ாோோ = ቀீெ
య
ቁ
భ
మ ቀ 

(ିಹ)
ቁ      (3.136) 

The distinction between a Schwarzschild event horizon and a Kerr event horizon is that 

the angular momentum of the black hole acts as a disguising factor that obscures the contribution 

of the mass to the size of the event horizon.  A black hole with a high spin would cause the event 

horizon to shrink inward as well as the ISCO, causing those dimensions to be commensurate to 

that of a smaller stationary black hole.   

To use an analogy, if I was a black hole and I started spinning, I would appear to become 

smaller, due to the bending of light around me caused by the warping of space-time around me.  

As I hit the maximal rate of spin, I would appear to be approximately twice as thin as I was be-

fore, or appear to have just half of the mass I had when I was not spinning (in the Schwarzschild 

case).   

In nature, most if not all black holes will have some degree of spin so the Schwarzschild 

metric will have a limited degree of accuracy in describing the geometry and scale of the space-

time metric in its proximity. 

 There  could  be  a  way  to  constrain  the  ratio  of  spin  over  mass,  and  together  with  a  high  

resolution  observation  of  the  event  horizon  with  a  large  telescope  and  using  the  equation  (3.317): 

𝑟ு = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ;      (3.137) 

The  dimensionless  ratio  of  a  to  M  can  be  determined  by  comparing  the  measurement  of  

the  event  horizon  to  the  ISCO,  which  can  be  determined  by  finding  where  the  drop-off  in  the  

quality  factor  is  in  radial  terms  from  the  center  of  the  accretion  disk.    For  example,  the  ratio  of  

the  ISCO  radius  to  the  event  horizon  (Figure  3)  for  zero  spin  is  6  rS  to  2  rS,  or  3  to  1.    For  
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maximal  spin,  the  ratio  of  rms  (or  ISCO),  to  rH  is  1  rS  to  1  rS,  or  1  to  1. 

 

 

Figure  4.      The  Length  of  the  Event  Horizon  versus  the  ISCO  in  terms  of  geometricized  mass  

versus  angular  momentum  parameter  a. 

 

 As  depicted  in  Figure  4,  in  the  Schwarzschild  metric,  the  ISCO  is  approximately  3  times  

the  length  of  the  event  horizon,  projected  out  from  the  center  of  the  black  hole.    In  the  Kerr  

metric,  spin  modifies  the  metric  such  that  the  radius  of  the  event  horizon  and  the  marginally  

stable  circular  orbit  simultaneously  shrinks  in  length  until  they  both  reach  the  same  radius  at  

maximal  spin.     

Establishing  the  location  of  the  ISCO  and  then  measuring  the  width  of  the  event  horizon  

observationally  can  give  the  precise  ratio  of  the  angular  momentum  parameter,  a,  to  M.    This  

method  would  be  the  best  way  to  determine  the  dimensionless  ratio  a*  (or  j)  of  the  angular  

momentum  parameter  a  to  the  mass  M.        Determining  the  drop-off  in  the  quality  factor  gives  the  

location  of  the  ISCO,  and  then  locating  the  event  horizon  with  a  telescope  with  a  large  enough  
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resolution,  would  accomplish  this.     

One  such  telescope  project,  EHT,  would  take  on  such  an  approach  using  a  collection  of  

telescopes  to  take  observations  of  a  galaxy  with  a  black  hole  event  horizon  large  enough  to  be  

measured  at  a  distance  (EventHorizonTelescope,  2014).    It  uses  a  VLBI  (Very  Long  Baseline  

Interferometry)  approach  to  effectively  create  an  Earth-sized  telescope  to  obtain  a  high  enough  

resolution  to  resolve  the  size  of  a  galaxy’s  black  hole.    That,  combined  with  finding  the  ISCO,  

would  give  the  ratio  of  the  angular  momentum  and  the  mass  of  the  black  hole  at  the  center  of  the  

galaxy  being  observed.     
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CHAPTER  IV 

Alfven  Radii  of  Accretion  Disks 

 

I  now  start  discussing  the  Alfven  radius  as  determined  by  modelling  an  accretion  disk’s  

magnetic  field.    This  can  show  how  the  magnetic  field  can  affect  the  advection  of  gas  within  the  

inner  disk.    I  will  use  it  to  explore  how  the  magnetic  field  of  the  disk  will  have  such  an  effect  on  

the  advection  in  the  disk  itself.    The  determination  of  the  Alfven  radius  starts  with  finding  the  

strength  of  a  magnetic  field  due  to  a  source.    For  example,  a  star  will  possess  its  own  magnetic  

field,  and  depending  on  the  nature  of  the  star,  the  magnetic  field  will  be  sufficiently  magnetic  to  

deflect  the  infalling  material.    The  strength  of  the  magnetic  field  is  proportional  to  1/r3,  so  the  

field  will  increase  rapidly  for  incoming  plasma.    When  the  magnetic  energy  density  is  

comparable  to  the  kinetic  energy  density: 

𝑢 =
ଵ
ଶ
𝜌𝑣ଶ                         (4.1) 

  𝑢ெ = మ

଼గ
                                                                                                                                      (4.2) 

 

The  magnetic  field  will  start  channeling  the  matter  towards  the  poles  of  the  star.    The  

location  where  this  begins  to  happen  is  the  Alfven  radius,  rA,  where  this  condition  is  satisfied: 

ଵ
ଶ
𝜌𝑣ଶ   =    

మ

଼గ
                       (4.3) 

For  gases  falling  in  from  a  large  distance,  the  free-fall  velocity  is:  𝑣 = ටଶீெ

               (4.4) 
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The  relation  between  density,  velocity,  and  the  mass  accretion  rate  is: 

�̇� = 4𝜋𝑟ଶ𝜌𝑣 = 𝐴 ∗ 𝜌𝑣                                                                                                            (4.5) 

The  equation  analogous  to  Kerr  geometry  for  the  mass  conservation  rate  is  (Sadowski,  2009): 

�̇� = −2𝜋∑∆
భ
మ


√ଵିమ

                                                                                                              (4.6) 

where  V  is  the  gas  radial  infall  velocity  measured  by  an  observer  co-rotating  with  the  fluid  at  

fixed  r,  and          ∆= 𝑟ଶ − 2𝑀𝑟 + 𝑎ଶ                      and                      𝛴 = 𝑟ଶ + 𝑎ଶ 𝑐𝑜𝑠ଶ 𝜃                        (4.7a,b) 

The  radial  dependence  of  the  magnetic  dipole  field  strength  is: 

𝐵(𝑟) = 𝐵௦ ቀ
ோ

ቁ
ଷ
                                                                                                                  (4.8) 

where  Bs  is  the  surface  value  of  the  magnetic  field.    Inserting  equations  (4.5  and  4.8)  into  the  

energy  density  equation  (4.3),  I  can  derive: 

𝑟 = ቀ ೞరோభమ

ଶீெெ̇మቁ
భ
ళ           (for  the  disk)                                                                                    (4.9) 

 

Putting  in  the  Kerr  geometry  terms  from  equations  (4.6,  and  4.7a,b)  gives  us: 

𝑟 = ൮ ೞరோభమ

ଶீெቆିଶగఀ∆
భ
మ ೇ
ඥభషೇమ

ቇ
మ൲

భ
ళ

                                                                                              (4.10) 

 

And  taking,  at  the  compact  object  radius,  V  =  RBH  ΩBH  =  𝑅ு ∗


ଶெோಳಹ
= 

ଶெ
 

𝑟 = ൮ ೞరோభమ

ଶீெቆିଶగఀ∆
భ
మ ೇ
ඥభషೇమ

ቇ
మ൲

భ
ళ

= ൭ ೞరோభమ

ଶீெ൬ସగమఀమ∆ ೇమ

(భషೇమ)
൰
൱

భ
ళ

                                                  (4.11) 
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=

⎝

⎜⎜
⎛ ೞరோభమ

ଶீெ൮ସగమఀమ(ோమାଶெோାమ)
ቀ ೌ
మಾቁ

మ

ቆభషቀ ೌ
మಾቁ

మ
ቇ
൲
⎠

⎟⎟
⎞

భ
ళ

                                                                                (4.12) 

𝑟 = ቌ
ೞరோభమ൬ଵି

ೌమ

రಾమ൰

ଶீெቆସగమఀమ(ோమାଶெோାమ)൬ ೌమ

రಾమ൰ቇ
ቍ

భ
ళ

                                                                                            (4.13) 

𝑟 = ቌ
ೞరோభమ൬ଵି

ೌమ

రಾమ൰

ଶீெቆସగమఀమோమ൬ଵାమಾೃ ାೌ
మ

ೃమ
൰൬ ೌమ

రಾమ൰ቇ
ቍ

భ
ళ

                                                                                              (4.14) 

𝑟 = ቌ
ೞరோభబ൬ଵି

ೌమ

రಾమ൰

ଶீெቆସగమఀమ൬ଵାమಾೃ ାೌ
మ

ೃమ
൰൬ ೌమ

రಾమ൰ቇ
ቍ

భ
ళ

                                                                                                    (3.15) 

 

This  gives  the  Alfven  radius  generated  by  the  Blandford-Znajek  mechanism.    There  are  

two  effective  Alfven  radii  in  the  accretion  disk  system;;  that  of  the  disk,  and  that  due  to  the  

spiraling  magnetic  field  lines  frozen  into  the  flow  within  the  black  hole  ergosphere,  with  an  

additional  angular  velocity  imparted  onto  the  plasma  by  the  precession  in  Kerr  space-time. 

 

 

There  are  two  competing  magnetic  fields  within  the  accretion  disk  system  as  defined  by  

the  Blandford-Znajek  mechanism.    In  most  cases,  the  disk  magnetic  field  is  the  overwhelming  

factor.    In  the  case  of  extremely  high  black  hole  spin  (a  →  M),  the  black  hole  magnetic  field  

overwhelms  that  of  the  disk  and  its  Alfven  radius  extends  farther  out  into  the  accretion  disk  

system,  exceeding  even  that  of  the  Alfven  radius  of  the  disk,  and  serves  as  the  disruptive  

influence. 
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Blandford-Znajek  Mechanism 

 

I  utilize  a  toy  model  developed  by  Li-Xin  Li  to  determine  how  the  magnetic  field  of  the  

accretion  disk  affects  its  own  anatomy,  particularly  the  advection  of  the  infalling  charged  matter  

(Li,  2000).    The  toy  model  uses  a  Kerr  black  hole  with  a  toroidal  electric  current  set  in  a  

geometrically  thin  disk  staged  around  the  black  hole.    The  toroidal  electric  current  generates  a  

poloidal  magnetic  field  with  its  motion,  with  the  field  lines  threading  through  the  black  hole  and  

the  disk.     

The  magnetic  field  interacts  with  the  plasma  and  the  rotation  of  the  black  hole  and  disk  

induces  an  electromotive  force  on  the  black  hole's  event  horizon  and  disk.    The  EMF  can  be  the  

source  of  power  imparted  onto  astrophysical  loads  at  a  distance. 

The  rotation  of  the  charged  matter  within  the  accretion  disk  and  rotation  of  the  black  hole  

induces  an  electromotive  force,  which  can  be  used  to  power  an  astrophysical  load  at  a  distance  

(Li,  2000). 

The  toy  model  explores  a  range  of  parameters  relating  to  the  rotation  of  the  black  hole  and  the  

distribution  of  electric  current  within  the  disk  and  determines  the  amount  of  power  generated  by  

the  black  hole  and  the  disk  and  the  ratio  of  the  power  to  determine  the  dominant  influence  on  the  

charged  matter.    It  also  determines  the  torque  created  by  both  sources.     

Inside  the  disk,  matter  loses  its  angular  momentum,  and  it  drifts  towards  the  compact  

object  where  it  eventually  will  be  gravitationally  captured.    The  power  is  derived  from  the  

gravitational  binding  energy  between  the  black  hole  and  the  disk  as  opposed  to  the  rotational  

energy  of  the  black  hole  itself. 

The  implications  are  that  the  Blandford-Znajek  mechanism  is  not  efficient  in  deriving  
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energy  from  the  rotating  black  hole  versus  its  disk.    The  Blandford-Znajek  mechanism  is  a  

process  of  energy  generation  derived  from  a  rotating  black  hole  and  was  thought  to  be  the  source  

powering  radio  jets  and  researched  as  a  source  for  GRBs  (Gamma-ray  bursts). 

Blandford  and  Znajek  developed  the  Blandford-Znajek  mechanism  in  1977.    In  their  

description,  the  black  hole  is  neutral  although  it  has  a  rotating  accretion  disk  (Blandford,  1977).    

The  distribution  of  mass  rises  in  density  near  the  event  horizon  and  the  mass  will  have  become  

magnetized  over  time  and  be  carrying  magnetic  field  lines  inward  with  it.    As  the  black  hole  

consumes  the  accretion  disk,  the  field  lines  of  the  magnetic  field  will  persist  and  linger,  

becoming  threaded  out  through  the  horizon,  essentially  becoming  frozen  into  the  fluid.    The  

frame  of  the  magnetic  field  lines  is  dragged  along  with  the  rotating  black  hole.    The  rotating  field  

lines  will  induce  an  electromotive  force  that  serves  to  accelerate  plasma  towards  relativistic  

speeds  along  the  axis  of  rotation.    The  matter  gets  swept  up  in  the  magnetic  field  and  spirals  

upwards  towards  the  poles  (Perepelitsa).     

The  rotation  of  the  plasma  caught  inside  the  ergosphere  (the  ellipsoidal  region  between  

the  outer  event  horizon  and  the  static  limit  radius)  forces  the  magnetic  lines  to  rotate  as  well,  and  

the  magnetic  twist  propagates  away  from  the  black  hole,  culminating  in  a  Poynting  flux.    A  

feedback  action  results,  when  the  magnetic  field  forces  plasma  in  orbits  with  negative  

mechanical  energy  at  infinity  before  capture  by  the  black  hole.    There  is  an  outflux  of  mechanical  

energy  yet  the  overall  energy  flux  is  conserved.    The  energy  is  converted  from  mechanical  to  

purely  electromagnetic  at  a  distance.    In  this  context,  the  ergospheric  plasma  and  magnetic  field  

take  on  roles  of  negative  and  positive  energy  particles  in  the  Penrose  process  (Komissarov,  

2009). 
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This  process  is  favored  as  an  explanation  and  studied  for  exploration  of  black  hole  

phenomena,  since  relativistic  Lorentz  factors  are  required  for  jet  emissions  in  AGNs  and  GRBs  

and  provides  a  clean  way  of  energy  extraction. 

Not  much  is  known  about  the  distribution  or  generation  of  the  magnetic  field  inside  the  disk,  the  

energy  extracted  from  the  black  hole  versus  the  disk  or  what  comparable  factor  the  black  hole  

contributes  to  the  overall  system's  extracted  energy. 

For  a  wide  variety  of  parameters,  the  disk's  power  dominates  that  of  the  black  hole’s  

power.    Only  in  cases  of  high  black  hole  spin  does  the  black  hole's  power  start  to  dominate  over  

that  of  the  disk’s  power. 

The  model  uses  a  physical  coordinate  system  that  utilizes  the  Kerr  metric.    The  Kerr  

black  hole  has  an  accompanying  thin  disk  in  the  equatorial  plane  endowed  with  a  distribution  of  

electric  current.    The  Kerr  black  hole  has  mass  M,  angular  momentum  J  =  M*a  (geometric  units  

G,  c  set  to  one),  and  Boyer-Lindquist  coordinates  (t,  r,  𝜃, 𝜙)  for  the  black  hole  (Li,  2000). 

 

The  radius  of  the  black  hole's  outer  horizon  is: 

𝑟ு = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ                                                                                                                  (4.16) 

 

Angular  velocity: 

Ωு =


ଶெಹ
                                                                                                                              (4.17) 

Keplerian  angular  velocity: 

Ω = ቀெ
ோయ
ቁ
భ
మ ଵ

ଵାቀಾ
ೃయ
ቁ
భ
మ
                                                                                                              (4.18) 
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The  outer  edge  of  the  disk  is  set  at  r  =  rb,  and  the  inner  edge  of  the  disk  is  at  the  ISCO  

(Innermost  Stable  Circular  Orbit,  or  “marginally  stable”  orbit)  on  the  equatorial  plane. 

𝑟௦ = 𝑀 3 + 𝑧ଶ − ൫(3 − 𝑧ଵ)(3 + 𝑧ଵ + 2𝑧ଶ)൯
భ
మ൨                                                                  (4.19) 

𝑧ଵ = 1 + ቀ1 − మ

ெమቁ
భ
య ቈቀ1 + 

ெ
ቁ
భ
య + ቀ1 − 

ெ
ቁ
భ
య                                                                (4.20a) 

𝑧ଶ = ቀଷ
మ

ெమ + 𝑧ଵଶቁ
భ
మ                                                                                                                  (4.20b) 

 

The  toroidal  electric  current  within  the  disk  has  a  surface  density;;  distributed  between  rms  

and  rb.    The  magnetic  field  generated  by  the  current  at  a  fixed  radius  is  determined  by  the  

following  equations. 

 

The  toroidal  component  of  the  electromagnetic  vector  potential  is  signified  by  AΦ.      The  

magnetic  flux  through  the  surface  of  a  bounded  circular  area  with  constant  radius  and  constant  

angle  𝜃  is  represented  by  the  following  equation: 

      𝜓(𝑟, 𝜃)   =   2𝜋  𝐴ః  (𝑟, 𝜃)     =       2𝜋   ∫     𝐽(𝑟′)್
ೞ

  (𝑑𝐴𝛷/𝑑𝑟′)  𝑑𝑟′          (4.21) 

In  which  the  circular  area  is  multiplied  by  2π  and  rotated  through  all  angles  to  give  the  volume.     

The  limits  of  the  radial  component  of  the  volume  extend  from  rms,  the  innermost  stable  orbit  in  

the  equatorial  plane,  and  the  inner  edge  of  the  disk,  to  rb,  a  particular  selected  radius  

encapsulating  the  magnetic  field  of  the  region  of  concern.     

 

The  magnetic  flux  potential  inside  the  integral,  ௗ
ௗᇲ

,  is  given  as  an  equation  with  a  mix  of  sums  

of  coefficients  multiplied  with  coordinates  and  Legendre  functions  (Li,  2000): 
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𝑑𝐴ః
𝑑𝑟ᇱ   =   2    [𝛼   (𝑟 ∗ 𝑎 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃 ൬

𝛥
𝛴൰  

1

(𝑀ଶ  –  𝑎ଶ)
ଵ
ଶ
    𝑃ᇱ(𝑢)𝑃(𝑐𝑜𝑠  𝜃)

ୀଵ

−   𝑎 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃   𝑐𝑜𝑠  𝜃  
𝑟ଶ   +   𝑎ଶ

𝛴   ∗   𝑃(𝑢)𝑃ᇱᇱ(𝑐𝑜𝑠  𝜃)]     

+  2    [𝛼  (  −𝑎ଶ 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃    ൬
𝛥
𝛴൰

1

(𝑀ଶ  –  𝑎ଶ)
ଵ
ଶ
    𝑃ᇱ(𝑢)𝑃(𝑐𝑜𝑠  𝜃) −   𝑟 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃   𝑐𝑜𝑠  𝜃  

𝑟ଶ   +   𝑎ଶ

𝛴   
ୀଵ

∗               𝑃(𝑢)𝑃  ′(𝑐𝑜𝑠  𝜃)     +     𝛥   ቆ
𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃
𝑙(𝑙 + 1)ቇ      

1

(𝑀ଶ  –  𝑎ଶ)
ଵ
ଶ
  𝑃ᇱ(𝑢)𝑃′′(𝑐𝑜𝑠  𝜃)  )]     

+  2    [𝛽   (𝑟 ∗ 𝑎 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃     ൬
𝛥
𝛴൰  

1

(𝑀ଶ  –  𝑎ଶ)
ଵ
ଶ
    𝑄ᇱ(𝑢)𝑃(𝑐𝑜𝑠  𝜃) −   𝑎 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃   𝑐𝑜𝑠  𝜃  

𝑟ଶ   +   𝑎ଶ

𝛴   
ୀଵ

∗   𝑄(𝑢)𝑃ᇱᇱ(𝑐𝑜𝑠  𝜃)]     

+  2     ∑ [𝛽  (  −𝑎ଶ 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃    ቀ
௱
ఀ
ቁ ଵ

൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
    𝑄ᇱ(𝑢)𝑃(𝑐𝑜𝑠  𝜃) −ୀଵ

  𝑟 𝑠𝑖𝑛ଶ 𝜃   𝑐𝑜𝑠  𝜃   
మ  ା  మ

ఀ
  ∗   𝑄(𝑢)𝑃ᇱ(𝑐𝑜𝑠  𝜃)   +     𝛥   ቀ௦

మ ఏ
(ାଵ)

ቁ   ଵ

൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
𝑄ᇱ(𝑢)𝑃′′(𝑐𝑜𝑠  𝜃)  )]     

            

                         (4.22) 

The  special  variables  in  the  equation  above  are  signified  as  such:       

              Δ  =  r2  -2Mr  +  a2       Σ  =    r2  +  a2cos  θ                        (4.23a,b) 

          A  =  (r2  +  a2)2  -    Δ  a2sin2θ                        u  =  (r-M)/(M2  –  a2)1/2                        (4.23c,d) 

and    Pl(z)  and  Ql(z)  are  Legendre  functions,  and  Pl'(z)  =  
ௗ(௭)
ௗ௭

  and    Ql'(z)  =  
ௗொ(௭)
ௗ௭

,  and  the  

coefficients  αrl,    αil,  βrl,  βil  are  given  as: 

   𝛼     =
(ଶାଵ)గ

(ାଵ)൫ெమ  –  మ൯
  ቀఀ

ᇲ

ᇲ
ቁ
భ
మ     𝛥′  𝑎  𝑃(0)𝑄′(𝑢′)                                        (4.24) 
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   𝛼   =
(ଶାଵ)గ

  (ାଵ)൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
  ቀఀ

ᇲ

ᇲ
ቁ    [−(𝑟ᇱଶ   +   𝑎ᇱଶ  )𝑃(0)𝑄′(𝑢′)   + ቆ

ᇲ

೩ᇲ

ᇲ(ାଵ)
ቇ     ∗ 

൭ ଵ

൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
൱  𝑃ᇱ(0)𝑄′(𝑢′)]  (4.25) 

 

   𝛽   =
(ଶାଵ)గ

(ାଵ)൫ெమ  –  మ൯
  ቀఀ

ᇲ

ᇲ
ቁ
భ
మ       𝛥′  𝑎  𝑃(0)𝑄′(𝑢′)                 (4.26) 

   𝛽   =
(ଶାଵ)గ

  (ାଵ)൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
  ቀఀ

ᇲ

ᇲ
ቁ    [−(𝑟ᇱଶ   +   𝑎ᇱଶ  )𝑃(0)𝑃′(𝑢′)   + ቆ

ᇲ

೩ᇲ

ᇲ(ାଵ)
ቇ   ∗ 

൭ ଵ

൫ெమ  –  మ൯
భ
మ
൱  𝑃ᇱ(0)𝑃′(𝑢′)]                              (4.27) 

 

The  inset  variables  in  the  coefficients  are  specified  as  such:     

  Δ'  =  Δ(r  =  r')                       Σ'  =  Σ(r  =  r',    θ  =  π/2)              A'  =  A(r  =  r',    θ  =  π/2)                        (4.28a,b,c) 

 

The  Legendre  polynomial  expressions  are  composed  of  two  components:  one  radial  and  

one  angular.    The  radial  component  is  dependent  on  distance  because  it  comprises  of  a  broken  

power  law  function. 

      𝑃(𝑟) =   𝐴  𝑟   + ቀ 
శభ

ቁ           (4.29) 

 

If  the  radius  extends  to  infinity,  the  positive  exponent  variable  will  blow  up  towards  

infinity  so  Al    has  to  be  set  at  zero  to  neutralize  it.    If  the  radius  goes  back  to  zero,  the  negative  

exponent  variable  will  tend  towards  zero,  which  in  its  form,  its  value  will  tend  towards  infinity  as  

well  so  Bl  has  to  be  set  to  zero.    Either  conditional  case  is  dependent  on  where  the  radius  is,  so  
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the  radius  has  to  be  defined  so  either  case  or  coefficient  can  be  preset  as  zero  so  the  other  part  of  

the  function  can  do  its  work.     

Which  is  why  if  r  >  r'  (r'  being  the  critical  distance),    αrl,    αil  =  0  for  all  l,  and    βrl,  βil    will  

retain  their  values. 

 

If  r  <  r',    βrl,  βil  =  0  for  all  l  and    αrl,    αil  will  retain  their  values  as  well.     

The  normal  component  of  the  magnetic  field  in  the  disk  is  given  in  the  equation: 

     𝐵   =
ଵ
ଶగ
  ቀ௱

ቁ
ఏୀഏమ

భ
మ   

ௗటቀಹ,
ഏ
మ  ቁ

ௗ
                                   (4.30) 

  The  poloidal  component  of  the  magnetic  field  in  the  disk  is  given  in  the  equation: 

     𝐵ு     =
ଵ

ଶగ  ൫ಹ
మ  ା  మ൯௦  ఏ

ௗట(ಹ  ,ఏ)
ௗఏ

               (4.31) 

 

  As  the  disk  rotates  with  the  black  hole,  the  magnetic  field  within  interacts  with  charged  particles  

and  induces  electromagnetic  fields.    The  net  EMF  on  the  black  hole  is  given  by  the  equation:  

  𝜀ு   =
ଵ
ଶగ
    𝛺ு    𝜓(𝑟ு)                                                                                                            (4.32) 

 

The  symbol  ψ(rH  )  signifies  the  magnetic  flux  through  the  northern  hemisphere  of  the  black  

hole's  horizon,    (  ψ(rH  )  =    ψ(rH  ,π/2)  ). 

 

I  find  that  the  magnetic  field  of  the  disk  dominates  over  that  of  the  black  hole  for  the  

majority  of  values  of  the  angular  momentum  parameter,  a,  until  the  magnetic  field  of  the  black  

hole  due  to  the  Blandford-Znajek  mechanism  dominates  for  sufficiently  high  enough  spin.    The  

magnetic  field  contributions  would  have  a  corresponding  Alfven  radius  for  each,  where  the  
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magnetic  energy  density  becomes  comparable  to  the  kinetic  energy  density  of  the  advecting  

plasma  and  begin  to  divert  the  plasma  towards  the  poles.    The  Alfven  radius  would  be  the  

magnetospheric  radius  and  serve  as  a  boundary  for  a  transition  layer  where  a  major  disruption  in  

the  advection  would  occur.     

 

Figure  5.    Comparison  of  the  Magnetic  Fields  of  the  Black  Hole  and  Disk. 

 

 

Figure  6.    Alfven  Radius  for  n  =  2  versus  ISCO  for  6  M  BH. 
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Figure  7.    Alfven  Radius  for  n  =  3  versus  ISCO  for  6  M  BH. 

 

 

Figure  8.    Alfven  Radius  for  n  =  4  versus  ISCO  for  6  M  BH. 
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Figure  9.    Alfven  Radius  for  n  =  2  versus  ISCO  for  8  M  BH. 

 

 

Figure  10.    Alfven  Radius  for  n  =  3  versus  ISCO  for  8  M  BH. 
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Figure  11.    Alfven  Radius  for  n  =  4  versus  ISCO  for  8  M  BH. 

 

Figure  12.    Alfven  Radius  for  n  =  2  versus  ISCO  for  10  M  BH. 
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Figure  13.    Alfven  Radius  for  n  =  3  versus  ISCO  for  10  M  BH. 

 

 

Figure  14.    Alfven  Radius  for  n  =  4  versus  ISCO  for  10  M  BH. 

 

Using  the  toy  model  to  determine  the  magnetic  field  strength  and  using  it  to  determine  the  

Alfven  radius,  the  plotted  radius  is  projected  from  the  inner  edge  into  the  disk.    The  ISCO  is  
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plotted  along  with  the  Alfven  radius  for  a  set  of  n  values  for  the  current  distribution  in  the  inner  

disk,  with  n  =  2  for  a  dipole  configuration  (Figures  6,  9,  and  12),  n  =  3  for  a  quadrupole  

configuration  (Figures  7,  10,  and  11),  and  n  =  4  for  a  multipole  configuration  (Figures  8,  11,  and  

14).    A  range  of  masses  are  plotted  for  each  set  of  n,  to  see  how  the  Alfven  radius  varies  as  it  

follows  from  the  parameters  of  the  Li-Zin  model.    It  coincides  with  the  ISCO  in  every  case  

including  for  each  current  distribution  configuration.     

 

The  boundary  layer  radius  is  also  plotted  in  each  graph  and  shown  in  dashed  lines.    I  

determined  the  magnetic  field  by  integrating  the  magnetic  potential  over  a  radial  range,  from  the  

marginally  stable  circular  orbit  radius  out  to  a  pre-determined  radius.  I  then  determined  the  

Alfven  radius  using  the  value  of  the  magnetic  field,  and  projected  outward  from  the  ISCO,  which  

is  the  inner  disk  edge.    It  is  plotted  as  a  thin  line  while  the  ISCO  is  plotted  as  a  dashed  line  for  

each  graph.    In  each  graph,  the  dotted  line  and  straight  line  overlap  since  they  sit  almost  right  on  

top  of  the  other  and  the  graphing  function  in  Mathematica  will  show  the  dotted  line  where  it  

overlaps  the  straight  line  by  default  as  not  to  lose  visual  track  of  the  data.    I  found  that  the  

magnetospheric  radius  does  not  extend  very  far  out  from  the  ISCO  and  influence  the  advection  to  

a  degree  where  the  overall  anatomy  or  rate  of  the  accretion  would  be  modified  significantly.      

The  marginally  stable  circular  orbit  is  effectively  the  inner  disk  edge  even  when  the  strength  of  

the  disk  magnetic  field  is  taken  in  consideration  in  terms  of  a  disruptive  influence  in  the  

advection  of  the  plasma.     
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CHAPTER  V 

GENERAL  PRINCIPLES  OF  ACCRETION  DISKS 

 

I  delve  into  the  basic  principles  that  govern  accretion  disks  in  this  chapter.    By  

understanding  these  basic  principles,  we  can  predict  the  intrinsic  behavior  of  the  gas  in  accretion  

disks  and  how  they  form  and  persist  in  nature.    All  accretion  disk  models  can  be  described  by  

these  physical  principles.     

Accretion  disks  play  a  large  role  in  the  evolution  of  large-scale  structures  of  stars,  proto-

planetary  systems,  and  galaxies.    Galaxies  are  the  most  extreme  examples  of  accretion  in  which  

they  have  all  kinds  of  stellar  bodies  orbiting  around  a  supermassive  black  hole.     

An  accretion  disk  is  an  accumulation  of  matter  captured  by  gravitational  attraction  and  

composed  of  gas  and  dust  particles  moving  in  an  orbit  around  a  central  massive  body.    The  

central  body  is  the  origin  of  the  gravitational  field  that  captures  the  material  and  generally  can  be  

a  star  or  degenerate  object.    The  orbits  of  the  material  can  be  determined  by  the  angular  

momentum  of  the  material  orbiting  around  the  central  object.    The  orbits  can  vary  from  the  

circular,  to  the  elliptical,  and  in  extremely  rare  cases,  parabolic  and  hyperbolic.    The  force  of  

gravity  of  the  central  object,  which  causes  the  infalling  material  with  an  angular  (lateral)  

momentum  sufficiently  high  enough  to  escape  and  overshoot  the  central  body,  and  end  up  

spiraling  around  the  attractive  central  body  as  a  consequence.    When  the  material’s  angular  

momentum  decrease  due  to  dissipative  processes,  it  will  no  longer  be  able  to  continually  orbit  the  
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central  object  and  will  spiral  down  into  its  gravitational  well.    In  general  relativistic  terms,  the  

central  body  curves  space  time  to  the  point  that  all  moving  matter,  in  its  inertial  frame,  is  moving  

in  a  straight  line,  but  due  to  the  curvature  induced  by  the  massive  body,  the  straight  line  is  

curved,  to  an  outside  observer,  by  the  presence  of  gravity  and  the  matter  follows  the  modified  

path  accordingly.     

Gravity  acts  upon  the  accreting  matter  and  causes  it  to  collect  into  a  quasi-stable  disk  and  

the  accreting  particles  start  to  collide,  which  leads  to  collisional  heating.      In  most  cases  the  disk  

is  opaque  (optically  thick)  and  thus  emits  blackbody  radiation  as  a  result.    The  blackbody  

spectrum  is  integrated  over  all  radii  for  the  accretion  disk.    In  general,  in  a  blackbody  matter  with  

a  particular  temperature  will  emit  light  corresponding  to  the  Planck  function,  and  in  the  case  of  

accretion  disks  with  massive  central  objects,  the  temperature  will  be  approximately  around  

100,000  -  1,000,000  K.    The  blackbody  spectrum  peaks  at  a  specific  wavelength,  𝜆ெ௫,  which  

through  Wien’s  law  shortens  with  increased  temperature  of  the  matter  (Carroll  B.  W.,  An  

Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996).    This  is  important  here  comes  in  the  temperature  of  

accretion  disks  can  be  related  to  the  amount  of  material  collected  by  the  central  object.  With  a  

high  mass  central  object,  the  material  accretion  rate  in  the  accretion  disk  will  be  higher  and  

moving  at  higher  speeds  as  well.  The  particle  and  gas  collisions  in  the  disk  give  rise  to  the  state  

of  the  temperature  of  the  disk,  in  this  case  the  peak  wavelength  will  fall  in  the  x-ray  spectrum. 

The  weaker  the  gravity  within  the  accretion  disk,  the  fewer  collisions,  the  lower  the  

temperature,  and  the  redder  the  blackbody  peak  will  be  for  the  radiation  emanating  from  the  disk.    

Stars  with  lower  masses  attract  less  matter  which  result  in  smaller  accretion  disks.      Those  

accretion  disks  will  emit  radiation  in  the  infrared  band  of  the  electromagnetic  spectrum.    More  

massive  stars  with  accompanying  accretion  disks  will  show  disk  emission  at  higher  energies,  
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extending  through  visual  and  ultraviolet,  and  cumulating  in  the  x-ray  spectrum  for  the  most  

powerful  objects,  namely  neutron  stars  and  black  holes.    For  such  a  large  accretion  disk  with  a  

supermassive  central  body,  the  peak  of  the  blackbody  Planck  function  for  electromagnetic  

radiation  would  fall  in  the  x-ray  spectrum.   

For  large  accretion  disks,  the  influx  of  falling  and  spiraling  material  means  a  large  

quantity  of  moving  ionized  particles,  which  in  turn  generates  a  moving  magnetic  field  that  

migrates  inward  towards  the  black  hole.    The  generated  magnetic  fields  are,  for  the  most  extreme  

cases,  extremely  powerful  and  cause  material  to  be  swept  up  towards  the  magnetic  poles  along  a  

line  perpendicular  to  the  accretion  disk.     

The  jets,  which  I  do  not  investigate  in  this  dissertation,  serve  as  a  mechanism  that  serves  

to  dissipate  some  angular  momentum  with  a  minimal  loss  of  mass  in  the  process.    As  the  mass  

falls  towards  the  black  hole,  the  sharper  gravitational  gradient  causes  the  material  to  collide  in  a  

Brownian  manner,  causing  intense  frictional  heating  as  a  result.    The  accretion  disk  closest  to  the  

event  horizon  of  a  black  hole  is  heated  enough  to  the  point  where  x-rays  are  emitted  from  that  

region.     

The  high  luminosity  of  galactial  accretion  disks  is  due  to  the  influx  of  an  extremely  large  

quantity  of  gas  accreted  by  their  central  bodies,  the  supermassive  black  holes.     

The  process  of  energy  production  is  capable  of  converting  approximately  10  percent  of  the  

infalling  mass  into  energy.    It  also  stands  as  one  of  the  most  efficient  methods  of  energy  

production.    Black  hole  accretion,  in  the  case  of  quasars,  is  the  most  powerful  and  most  efficient  

sustained  energy  source  known  in  the  universe.    The  black  holes  in  the  centers  of  galaxies  are  

classified  as  “supermassive,”  or,  falling  in  the  range  of  about  ~106  to  ~109  solar  masses. 
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In  closed  binary  systems,  the  primary  star  will  be  the  more  massive  partner  and  start  

capturing  mass  from  the  secondary  star,  which  would  lead  to  the  primary  star  evolving  at  an  

accelerated  rate  in  contrast  to  the  secondary  star,  and  will  become  either  a  white  dwarf,  a  neutron  

star  (minimal  mass  of  1.44  solar  masses  or  above),  or  a  black  hole  (minimal  mass  of  3  solar  

masses  or  above),  depending  on  its  final  mass  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  

Astrophysics,  1996).    The  secondary  star  will  likely  evolve  into  a  red  giant  and  expand  beyond  its  

original  size  and  overfill  its  Roche  lobe.    At  which  point,  the  primary  star  will  start  

gravitationally  capturing  the  secondary  star’s  mass  and  accumulate  and  absorb  it  as  its  own.    The  

captured  gas  flows  through  the  Roche  lobe  and  angular  momentum  prevents  it  from  falling  

directly  towards  the  primary  star  and  instead  serves  to  form  an  accretion  disk.     

Binary  systems  that  have  characteristic  x-ray  emissions  typically  have  a  black  hole,  or  a  neutron  

star,  serving  as  the  engine  powering  the  emission  and  can  be  considered  as  a  scaled-down  

version  of  quasars.     

 

The  physics  behind  accretion  disks  rest  on  two  main  schools  of  scientific  thought:  the  

established  Kerr  metric  fields  derived  from  General  Relativity  for  a  rotating  massive  body  and  

the  strong  gravity  associated  with  close  proximity  to  the  black  hole’s  or  neutron  star’s  

gravitational  field,  particularly  the  event  horizon  of  a  black  hole,  and  a  developing  description  of  

matter’s  inherent  properties  that  serve  as  a  counter  to  the  strong  gravity  of  the  black  hole  or  

neutron  star  (McClintock,  2006).     

The  stress  energy  tensor  Tuv  and  other  material  equations  serve  to  summarize  the  behavior  

of  the  material  within  the  accretion  disk,  such  as  radiation  transport,  convection,  turbulence,  

viscosity,  and  magnetic  fields  that  serve  as  a  means  of  transporting  angular  momentum.   
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Angular  Momentum  Transport 

 

The  angular  momentum  transport  deals  with  how  spiraling  plasma  can  linger  in  an  

accretion  disk  and  how  angular  momentum  can  be  dissipated  resulting  in  accreting  the  advected  

plasma.    Starting  with  the  assumption  that  total  angular  momentum  of  the  disk  is  conserved,  the  

angular  momentum  loss  of  the  mass  towards  the  center  has  to  have  been  compensated  by  the  

difference  (gain)  in  the  angular  momentum  farther  from  the  center.    Thus,  there  has  to  be  a  

method  of  angular  momentum  transfer  from  inward  to  outward  for  which  an  accretion  disk  can  

exist  (Weizsacker,  1948).     

 

As  the  Rayleigh  stability  criterion  states,  there  must  be  a  laminar  flow  per  unit  mass  where   

      డ൫ோమఆ൯
డோ

> 0,                   (5.1) 

with  Ω  representing  the  angular  velocity  of  a  fluid  element,  and  R,  the  radial  distance  from  the  

center  for  an  accretion  disk.    The  laminar  flow  indicates  a  smooth,  disparate  parallel  flow  of  

multiple  elements  that  do  not  interact  with  each  other.    This  de-emphasizes  a  possible  role  and  

existence  of  a  hydrodynamic  mechanism  for  the  angular  mechanism  transport. 

In  the  description  by  Sunyaev-Shakura  (1973),  viscous  stresses  were  assumed  to  dissipate  

part  of  the  gravitational  energy  by  way  of  heating  the  matter  closer  to  the  center  of  the  accretion  

disk  and  radiating  it  away  in  another  form  of  energy.    Viscosity  by  itself  doesn’t  account  as  a  

mechanism  for  angular  momentum  transport  due  to  being  a  phenomenon  that  occurs  on  close  

contact  and  does  not  extend  to  longer  distances  such  as  those  nearer  the  exterior  of  the  accretion  

disk.     
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Turbulence-driven  viscosity  accounts  for  the  angular  momentum  transfer  but  was  not  

attributed  to  a  specific,  well-defined  driving  phenomenon  (Lynden-Bell,  1974).     

The  standard  physics  approach  to  viscosity  includes  an  adjustable  parameter,  𝛼,  which  describes  

the  increased  viscosity  due  to  arising  turbulent  eddies  inside  the  disk.     

Balbus  and  Hawley  introduced  an  origin  of  a  means  of  angular  momentum  transport  

within  accretion  disks  in  a  paper  in  1991,  which  introduced  the  phenomenon  of  

magnetorotational  instability  (MRI).    In  this  model  the  rotating  accretion  disk  would  have  

moving  electrically  charged  particles,  which  in  turn,  induces  a  magnetic  field  within  the  

accretion  disk.    A  weakly  magnetized  disk  moving  around  a  massive  central  body  would  be  

unstable  and  provide  a  possible  mechanism  for  angular  momentum  redistribution  to  higher  orbits  

within  the  accretion  disks  (Balbus  S.  a.,  1991).     

In  Shakura  and  Sunyaev’s  1973  paper,  the  authors  provided  a  model  for  the  turbulence  in  

the  gas  as  a  source  of  the  viscosity  (Shakura,  1973).    The  disk  viscosity  can  be  estimated  by  this  

equation: 

𝜈 = 𝛼𝑐௦𝐻                                     (5.2) 

With  cs  being  the  sound  speed,  H  the  disk  height,  and  𝛼  being  the  free  parameter,  falling  between  

zero  (meaning  no  accretion)  and  one  (full  accretion).     

Typical  values  of  𝛼  used  for  magnetohydrodynamical  simulations  are  close  to  0.01  but  

observations  indicate  a  value  closer  to  0.1.     

In  all  models  that  depend  on  stationary  and  axisymmetric  location  of  the  accreted  matter,  

all  physical  quantities  depend  only  on  two  coordinates:  the  radial  distance  r,  and  the  vertical  

distance  form  the  equatorial  symmetry  plane  z.    Most  models  rely  on  the  assumption  that  the  disk  

is  not  vertically  thick.    For  example,  in  thin  disks,  z/r  <<  1  everywhere  within  the  matter  
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distribution,  and  in  “slim”  disks,  z/r  ≤  1.     

 

Three  types  of  analytic  solutions  of  the  black  hole  accretion  flows  have  been  obtained  for  

accretion  disks  with  three  ranges  of  accretion  rates  �̇�  and  optical  depth  𝜏,  with  the  mass  

accretion  rate,  �̇�  =   ̇        
ெ̇ಶ

,  being  scaled  to  the  Eddington  rate:                (5.3) 

 The  thin  Shakura-Sunyaev  disks:              �̇�  <<  1,  𝜏  >>  1                (5.4) 

 The  slim  disks:                 �̇�  ~1,  𝜏  >>1                    (5.5) 

 The  ADAF  (Advection  Dominated  Accretion  Flow)  type  disks:          �̇�  <<  1,  𝜏  <<  1        (5.6) 

 

For  turbulent  motion,   

     𝜈    =  vturb  *  lturb                 (5.7) 

Where  vturb  is  the  velocity  of  turbulent  cells  relative  to  the  mean  gas  motion  and  lturb  is  the  size  of  

the  largest  turbulent  cells,  estimated  by   

lturb  ~  H  =  cs/  𝛺                                vturb  ~  cs;;       (5.8a,b) 

     Ω      =    ቀீெ
య
ቁ
భ
మ  ;;                    𝛺    =  orbital  angular  velocity               (5.9) 

                                                      r  =  radial  distance  from  central  massive  object 

                                                                M  =  mass  of  central  object 

 

The  equations  of  disk  structure  include  that  of  hydrostatic  equilibrium,  and  conservation  

of  angular  momentum,  and  operating  on  the  assumption  that  the  disk  is  thin,  the  equations  can  be  

written  in  terms  of  the  free  parameter  𝛼.   

   



 103 

The  disk  height,  mid-plane  temperature,  and  mid-plane  density  can  be  determined: 

H  =  1.7  *  108  𝛼  -1/10  �̇�  3/20  M1  -3/8  R10  9/8  f  3/5  cm;;           (5.10) 

Tc  =  1.4*104  𝛼-1/5  M16  
3/10  m1  ¼  R10  -3/4  f  6/5  K;;           (5.11) 

𝜌  =  3.1*10-8  𝛼  -7/10  �̇�16  11/20  m1  5/8  R10  -15/8  f  11/5  g/cm3;;          (5.12) 

Tc  is  the  mid-plane  temperature,  rho  the  mid-plane  density,  �̇�16  is  the  accretion  rate  in  terms  of  

1016  g/s,  m1  is  the  mass  of  the  central  body  in  solar  mass  units,  R10  is  the  radius  of  a  point  in  the  

disk  in  units  of  1010  cm,  and   

f  =  [1-(R*/R)  1/2  ]1/4 ,                      (5.13) 

where  R*  is  the  radius  where  angular  momentum  stops  being  transported  inwardly.  

     

The  Shakura-Sunyaev  𝛼-disk  model  is  thermally  and  viscously  unstable  (Shakura,  1973).    

Another  model,  the  𝛽-disk,  in  contrast  to  the  𝛼-disk  model,  is  stable  in  both  senses  by  taking  

viscosity  to  be  proportional  to  the  gas  pressure: 

                                                                                                     𝜈  =  𝛼*Pgas              (5.14) 

In  the  Shakura-Sunyaev  model,  viscosity  is  proportional  to  the  total  pressure  (Shakura,  1973): 

    Ptotal  =  Prad  +  Pgas  =  𝜌  *  cs2             (5.15) 

                         ν  =    α  *  cs  H  =  𝛼
ೞమ

ఆ
  =  𝛼 ೌ

ఘ∗ఆ
             (5.16) 

A  key  assumption  is  that  the  disk  is  in  thermal  equilibrium  and  can  radiate  the  heat  

efficiently.    The  viscous  heat  is  radiated  away  in  the  vertical  direction,  cooling  the  disk  in  the  

process  and  the  disk  becomes  geometrically  thin.    The  ability  of  the  accreting  matter  to  retain  the  

radiation  (higher  opacity)  affects  whether  the  matter  expands  in  response  and  the  disk  changes  its  

shape  and  swells  accordingly.    The  geometrically  thin  shape  of  the  disk  assumption  may  not  

apply  for  the  radiatively  inefficient  case.    The  disk  puffs  up  into  a  torus  (veering  from  a  thin  disk  
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to  a  slim  disk)  or  another  three-dimensional  solution  such  as  an  ADAF  (advection  dominated  

accretion  flow)  that  describes  the  accretion.    The  ADAF  solutions  require  an  accretion  rate  that  is  

smaller  than  a  few  percent  of  the  Eddington  limit.    Another  analytical  model  for  accretion  disks  

is  referred  to  as  “Polish  doughnuts,”  referring  to  the  disk’s  physical  appearance,  which  would  

resemble  a  fat  donut  with  a  narrow  hole.     

 

All  the  models  operate  on  the  reasonable  assumption  that  the  accreted  matter  is  able  to  

maintain  a  temporary  and  tentative  equilibrium  against  the  gravity  in  an  axisymmetric  reference  

frame,  moving  in  approximately  circular  orbits.    The  high  angular  momentum  provides  a  

counterbalance  against  the  compact  object’s  gravity  while  viscous  stresses  dissipate  and  

redistribute  the  angular  momentum,  removing  the  balance  against  the  gravitational  pull.    The  

most  likely  mechanism  for  angular  momentum  transport  is  the  Balbus-Hawley  magnetorotational  

instability  (MRI)  –induced  turbulence  that  appears  in  weakly  magnetized  non-rigid  rotating  

fluids  (Balbus  S.  a.,  1991).     

 

The  induced  turbulence  produced  by  the  MRI  instability  dissipates  the  energy  and  

redirects  the  angular  momentum,  which  causes  the  matter  to  slip  through  the  gravitational  

potential  barrier  and  culminate  in  a  fatal  fall  in  towards  the  black  hole’s  event  horizon  or  the  

neutron  star’s  physical  surface.    The  dissipated  energy  can  heat  up  the  accretion  disk  and  it  can  

be  cooled  via  a  number  of  processes,  including  radiation,  convection,  and  advection.     
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Hydrodynamics 

 

This  section  explains  how  the  plasma  moves  in  the  accretion  disk.    Hydrodynamics  is  the  

study  of  fluids  in  motion,  and  pertains  to  gas  and  plasmas  moving  through  space  under  certain  

conditions.    With  a  mass  flow,  a  set  of  hydrodynamic  equations  is  solved  to  describe  the  flow.    

Using  the  following  equation: 

ௗమ
ௗ௧మ

= ௗ௩
ௗ௧
= ௗ௩

ௗ
ௗ
ௗ௧
= 𝑣 ௗ௩

ௗ
                                                                                                        (5.17) 

and  using  equation  (5.17)  in  Newton’s  2nd  law,  equation  (1.3): 

𝜌  𝑣 ௗ௩
ௗ
= −ௗ

ௗ
− ீெೝఘ

మ
        where    v  is  velocity  of  the  flow;                                                        (5.18) 

This  requires  that  another  equation  be  included  to  solve  for  the  3  unknowns,  r,  v  and  ρ:  that  of  

the  conservation  of  mass;; 

4𝜋𝑟ଶ𝜌𝑣 = constant = 𝑀̇                                                                                                   (5.19) 

This  implies  that   ௗ
ௗ
(𝜌𝑣𝑟ଶ) = 0.                (5.20) 

The  gases  and  plasmas  in  a  convection  zone  will  adhere  to  behavior  as  dictated  by  

hydrodynamical  laws  and  hydrodynamics  is  invoked  to  understand  how  the  gases  behave  during  

convection  where  energy  transfers  occur  in  the  form  of  heat  through  direct  contact  between  gas  

particles.     

The  rising  hot  plasma  and  sinking  cooler  plasma  at  the  top  of  a  convection  zone  creates  

longitudinal  waves  (p-waves)  that  travel  radially  outward  through  the  photosphere  into  the  

chromosphere  (next  layer).    The  outward  energy  flux  is  defined  as: 

𝐹ா =
ଵ
ଶ
𝜌𝑣௪ଶ𝑣௦                                                    (5.21) 

Where  vs  is  the  local  sound  speed  and  vw  is  the  velocity  amplitude  of  the  oscillation  wave  motion  
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for  particles  driven  about  their  equilibrium  positions  by  ‘piston’  mechanism  of  the  convection  

zone  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996). 

𝑣௦ = ටఊ
ఘ
= ඨఊ൬ഐ಼ഋಹ

൰

ఘ
= ටఊ்

ఓಹ
  ∝ √𝑇  for  fixed  𝜇  and  𝛾       (5.22) 

At  the  top  of  the  convection  zone,  when  the  wave  starts  moving,  the  sound  of  speed  is  

less  than  the  velocity  amplitude  speed:    vw  <  vs.  The  density  of  the  plasma  drops  with  altitude  so  

the  wave  speeds  up  as  it  passes  through  the  ionized  medium,  becoming  supersonic  (vw  >  vs)  and  

forms  a  shock  wave.    The  shock  front  at  the  forefront  of  the  shockwave  heats  the  gas  via  

collisions  and  ramping  up  the  ionization  of  gas  behind  the  shock.    The  mechanical  energy  of  the  

wave  is  converted  to  thermal  energy  and  the  shock  wave  subsides.    The  motions  of  the  

convection  zone  translate  to  heating  of  the  gas  in  the  chromosphere,  or  the  next  outer  layer  of  the  

atmosphere  within  the  star  or  disk  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  

1996).    This  process  neglects  the  influence  of  magnetic  fields.    The  understanding  of  the  shock  

wave  dynamics  is  significant  when  it  comes  to  focusing  on  the  source  of  heating  that  leads  to  the  

generation  and  release  of  energy  in  the  form  of  radiation,  particularly  x-ray  radiation  in  the  inner  

disk.     

 

 

Magnetohydrodynamics 

 

To  fully  understand  the  pulsations  of  stellar  surfaces,  magnetohydrodynamics  is  

necessary  to  be  brought  into  play.    Magnetohydrodynamics  is  the  study  of  the  interactions  

between  plasmas  and  magnetic  fields.    The  magnetic  field's  presence  introduces  the  potential  



 107 

presence  of  a  second  wave  motion,  akin  to  transverse  waves  moving  along  magnetic  field  lines  

and  serving  as  a  restoring  force  due  to  the  tension  of  the  field  lines.    It  is  for  this  reason  why  it  is  

important  to  find  where  the  magnetic  field  becomes  significant  and  the  Alfven  radius  would  start  

to  disrupt  the  advection  of  the  plasma.    A  magnetic  field  contains  stored  energy  and  the  space  of  

the  magnetic  field  has  a  magnetic  energy  density: 

𝑢 = మ

଼గ
                       (5.23) 

One  way  to  increase  the  magnetic  energy  density  is  to  compress  a  plasma  of  volume  V  

containing  a  number  of  magnetic  field  lines,  perpendicularly  to  these  lines,  and  the  field  lines  

increase  in  density  as  a  response.    Mechanical  work  is  done  during  compression,  which  implies  

the  existence  of  magnetic  pressure.     

 

The  magnetic  pressure  is  equal  to  the  magnetic  energy  density: 

𝑃 = మ

଼గ
                       (5.24) 

 

Waves  are  an  important  way  to  import  energy;;  waves  can  propagate  in  magnetic  

fields.    .As  a  magnetic  field  line  is  displaced  perpendicular  to  the  direction  of  the  line's  original  

position  by  an  amount,  a  magnetic  pressure  gradient  is  created  and  the  pressure  in  direction  of  

the  displacement  increases  due  to  the  increase  in  number  density  in  field  lines,  while  the  

magnetic  pressure  in  the  opposite  direction  causes  a  tendency  for  the  field  lines  to  revert  back  to  

their  original  positions  and  density.    The  magnetic  pressure  gradient  is  the  tension  that  restores  

the  position  of  the  magnetic  field  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996).     

A  disturbance  in  the  magnetic  field  line  can  propagate  along  the  line  in  the  form  of  an  

wave,  called  an  Alfven  wave.    The  speed  of  an  Alfven  wave  can  be  determined: 
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𝑣௦ = ටఊ
ఘ
→ 𝑣~ට


ఘ
= 

଼గඥఘ
        (5.25) 

It  turns  out  that  𝑣 = 
ඥସగఘ

.                 (5.26) 

 

Thus,  Alfven  waves  carry  energy  along  magnetic  field  lines.    A  magnetic  field  varying  in  

time  induces  an  electric  field  that  creates  currents  in  plasma  and  Joule  heating  will  occur  as  a  

result.    Magnetohydrodynamics  also  contributes  to  the  heating  and  overall  temperature  scheme  

of  the  stellar  atmosphere.     

Motions  of  gas  also  contribute  to  MHD,  and  a  rotating  star  with  a  magnetic  field  will  drag  

along  its  magnetic  field  lines  and  create  a  torque  that  serves  to  slow  the  star's  own  rotation.    Its  

solar  wind,  a  large  motion  of  gas  away  from  the  surface,  serves  to  transfer  angular  momentum  

outward.    This  can  be  applied  for  accretion  disks  as  well,  which  I  will  show  in  Chapter  VII    

(Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996). 

 

 

Magnetorotational  Instability 

 

A  description  for  the  MRI  instability  can  reveal  the  physical  reason  in  the  Balbus-Hawley  

model  (Balbus  S.  a.,  1991).    Two  fluid  elements  within  a  weakly  magnetized  disk  are  connected  

by  magnetic  tension,  which  can  be  compared  to  a  spring  connecting  the  two  mass  elements  

together.  The  innermost  mass  element  moves  faster  due  to  a  higher  angular  velocity  than  the  

outermost  element.    The  spring  stretches  and  in  response,  the  innermost  element  slows  down  

while  the  outermost  element  speeds  up  (Balbus  S.  A.,  2003).    The  angular  momentum  is  

transported  by  that  method  and  energy  is  released.     
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Given  the  magnetic  field  Bz  projected  in  the  z  direction,  and  Alfven  speed  vA, 

      𝑣   =
మ

ସ  గ  ఘ
                 (5.27) 

 

The  dispersion  relation  for  perturbations  in  the  magnetic  field  quantities  are  expressed  in  the  

following  equatioin: 

     𝑑𝑋  ~  𝑒(௫ିఠ௧)                       (5.28) 

Where  X  is  a  preferred  displacement  in  a  direction,  k  and  ω  are  wave  number  and  frequency,  

respectively,  which  serves  as  a  solution  to  the  following  extended  dispersion  relation  equation  

that  summarizes  the  contributed  angular  frequencies  by  different  processes  (Alfven,  rotational): 

   𝜔ସ  –  (2  𝑘  𝑣   + 𝜔)ଶ   +   𝑘  𝑣  (𝑘  𝑣   +   𝑟 ௗ(ఆ)
మ

ௗ
)   =   0          (5.29) 

Ω  is  the  angular  velocity  of  the  fluid,  and  𝜔r  is  the  radial  epicyclic  frequency  of  the  emitted  

radiation.    The  equation  yields  an  unstable  result  for  𝜔ଶ  <  0,  on  the  condition  that 

                𝑘  𝑣   +   𝑟 ௗ(ఆ)
మ

ௗ
  <   0.                (5.30) 

This  gives  the  condition  for  occurrence  of  the  MRI  (Magneto-Rotational  Instability)  in  weakly  

magnetized  disks: 

                ௗ(ఆ)
ௗ

  <   0.                   (5.31) 

This  is  fulfilled  as  the  angular  velocity  decreases  with  radius  in  accretion  disks. 

It  also  can  be  shown  that  for  the  spring-like  tension  within  the  disk,  that  the  Rayleigh  

stability  criterion  can  be  replaced  with  a  new  condition: 

ௗΩమ

ௗ  
> 0.                             (5.32) 

Most  astrophysical  disks  do  not  satisfy  this  condition;;  hence  they  are  prone  to  the  
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magnetorotational  instability  (Balbus  S.  a.,  1991).     

 

The  question  remains  whether  MRI  simulations  validate  the  Shakura-Sunyaev  viscosity  

prescription.    Recent  simulations  show  that  variations  in  the  Maxwell  stress  𝜏MAX  due  to  

turbulence  by  MRI  instability  are  strongly  correlated  to  a  variation  of  ~  𝛼*P.     

The  Shakura-Sunyaev  prescription  may  be  accurate  when  averaged  over  a  long  duration.     

For  accretion  disks  the  role  that  angular  momentum  plays  is  critically  important.    There  exists  a  

zone  within  the  accretion  disk  where  the  specific  angular  momentum  L  of  the  accreted  mass  is  

not  smaller  than  the  Keplerian  angular  momentum  in  the  same  area  (Shakura,  1973):     

     L(xi)  ≥  LK(xi).                              (5.33) 

LK  refers  to  the  angular  momentum  of  a  free  particle  on  a  circular  geodesic  orbit  around  the  

central  objects,  as  opposed  to  Bondi  accretion,  where  the  specific  angular  momentum  

everywhere  is  smaller  than  the  Keplerian  angular  momentum  except  in  the  innermost  region  of  

the  accretion  disk.    In  the  thick  Shakura-Sunyaev  disk  case,  the  specific  angular  momentum  is  

equal  to  the  Keplerian  angular  momentum  everywhere  within  the  disk.     

 

In  their  paper,  Shakura  and  Sunyaev  made  a  set  of  assumptions  that  reduced  the  system  of  

thin  disk  equations  to  a  set  of  algebraic  equations  (Shakura,  1973).    The  vertical  and  continuity  

equations  are  algebraic,  and  the  radial  momentum  equation  becomes  a  trivial  identity  with  the  

assumptions  that  the  radial  pressure  and  velocity  gradients  vanish  and  the  rotation  is  Keplerian,  

as  in  𝛺  =  𝛺  K+.    The  algebraic  angular  momentum  equation  is  set  with  the  assumption  that  Lin  =  

LK(ISCO).    The  assumption  fixes  the  eigenvalue  of  the  system.     
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Since  the  rotation  is  Keplerian,  𝛺  is  a  function  of  r.    The  right  hand  side  of  equation  

(5.29)  represents  the  advective  cooling,  and  is  assumed  negligible  in  the  Shakura-Sunyaev  

model.    The  first  term  on  the  left-hand  side  of  the  equation  (5.29),  which  represents  viscous  

heating,  is  algebraic.    The  second  term  represents  radiative  cooling,  and  is  also  algebraic.  All  

these  algebraic  equations  are  linear  in  three  radial  ranges:  outer,  middle,  and  inner,  in  the  

accretion  disk.     

The  Shakura-Sunyaev  model  can  be  set  in  terms  of  polynomial  formulae.    The  Shakura-

Sunyaev  model  yielding  these  equations  is  a  basis  of  accretion  disk  theory  and  remains  a  

foundation  in  the  subject.    The  Shakura-Sunyaev  disk  is  comprised  of  cold  gas  that  moves  in  

tight  spirals  that  form  Keplerian  orbits.    The  Shakura-Sunyaev  thin  disk  is  relatively  luminous  

and  has  a  thermal  electromagnetic  spectrum,  which  approximates  a  blackbody  spectrum.     

Novikov  and  Thorne  worked  out  the  general  relativistic  version  of  the  Shakura-Sunyaev  

disk  model,  which  gave  the  formulae  for  the  disk  characteristic  quantities  in  terms  of  the  mass  

accretion  rate  𝑀̇   and  viscosity  parameter  alpha  (Novikov  I.  a.,  1973).     

 

The  characteristic  equations  are  broken  up  by  region: 

Outer  region: 

 p  =  pgas                K    =  Kff    (free-free  electron  opacity)                         (5.34a,b) 

 F  =  (7.0*1026  erg/cm2)(M-2  Mo*)  r*-3      ℬ-1  𝒞  -1/2    𝒬         (5.34c) 

 𝛴  =  (4.0*105  g/cm2)(𝛼  m2/10  �̇�7/10)  r*3/4    𝒜
భ
భబ    ℬିరఱ  𝒞

భ
మ  𝒟ି భ

మబ  ℰି
భ
మబ  𝒬

య
మబ      (5.34d) 

                          𝐻  =  (4.0*102  cm)(𝛼ି
భ
భబ  m18/20  �̇�-3/20)  r*-9/8    𝒜

భవ
మబ    ℬିభభభబ  𝒞

భ
మ  𝒟ିమయరబ  ℰି

భవ
రబ  𝒬

య
మబ      (5.34e) 

                            𝜌  =  (4.0*102  g/cm3)(𝛼ି
ళ
భబ  m-7/10  �̇�11/20)  r*-15/8    𝒜ିభళమబ    ℬ

య
భబ  𝒞

భ
మ  𝒟ି భ

రబ  ℰି
భళ
రబ  𝒬

భభ
మబ       (5.34f) 

                          𝑇  =  (2.0*108  K)(𝛼
షభ
ఱ   m-1/5  �̇�3/10)  r*3/4    𝒜ି భ

భబ    ℬ
షభ
ఱ   𝒟

షయ
మబ   ℰ

భ
మబ  𝒬

య
భబ       (5.34g) 



 112 

 𝛽(1 − 𝛽) =  (3)(𝛼
షభ
భబ  m-1/10  �̇�-7/10)  r*3/8    𝒜

షభభ
మబ     ℬଽ/ଵ    𝒟

ళ
రబ  ℰ

భ
ర  𝒬

షళ
మబ        (5.34h) 

 தୣ
தୣୱ

  =  (2*103)(αି
భ
ఱ  ṁ-1/2)  r*3/4    𝒜

భ
మ    ℬ

మ
ఱ    𝒟

భ
ర  ℰ

భ
ర  𝒬ି

భ
మ                 (5.34i) 

 

Middle  region: 

p  =  pgas                K    =  Kes    (electron  scattering  opacity)                         (5.35a,b) 

 F  =  (7.0*1026  erg/cm2/s)(m-1  �̇�)  r*-3      ℬ-1  𝒞  -1/2    𝒬         (5.35c) 

 𝛴  =  (9.0*104  g/cm2)(𝛼ି
ర
ఱ  m1/5  �̇�3/5)  r*-3/5      ℬିరఱ  𝒞

భ
మ  𝒟ିరఱ    𝒬

య
ఱ        (5.35d) 

                          𝐻  =  (1.0*103  cm)(𝛼ି
భ
భబ  m9/10  �̇�-1/5)  r*21/20    𝒜ଵ    ℬିలఱ  𝒞

భ
మ  𝒟ିయఱ  ℰି

భ
మ  𝒬

భ
ఱ      (5.35e) 

 𝜌  =  (4.0*101  g/cm3)(𝛼ି
ళ
భబ  m-7/10  �̇�2/5)  r*--33/26    𝒜ିଵ    ℬ

య
ఱ    𝒟ିభఱ  ℰ

భ
మ  𝒬

మ
ఱ         (5.35f) 

 𝑇  =  (2.0*108  K)(𝛼
షభ
ఱ   m-1/5  �̇�2/5)  r*-9/10    ℬିమఱ  𝒟ିభఱ    𝒬

మ
ఱ                                (5.35g) 

 𝛽(1 − 𝛽) =  (7*10-3)(𝛼
షభ
భబ   m-1/10  �̇�-4/5)  r*21/20    𝒜ିଵ    ℬ

వ
ఱ    𝒟

మ
ఱ  ℰ

భ
మ  𝒬

ర
ఱ       (5.35h) 

 த
த౩
    =  (2*10-6)(ṁ-1)  r*3/2    𝒜ିଵ    ℬଶ    𝒟

భ
మ  ℰ

భ
మ  𝒬ିଵ             (5.35i) 

 

Inner  region: 

p  =  prad                K    =  Kes    (electron  scattering  opacity)                         (5.36a,b) 

 F  =  (7.0*1026  erg/cm2/s)(m-1  �̇�)  r*-3      ℬ-1  𝒞  -1/2    𝒬         (5.36c) 

 𝛴  =  (5  g/cm2)(𝛼ିଵ  �̇�-1)  r*-3/2    𝒜ିଶ  ℬଷ  𝒞
భ
మ    ℰ  𝒬         (5.36d) 

                          𝐻  =  (1.0*105  cm)(�̇�)  𝒜ଶ    ℬିଷ  𝒞
భ
మ  𝒟ିଵ  ℰିଵ  𝒬         (5.36e) 

 𝜌  =  (2.0*10-5  g/cm3)(𝛼ିଵ  m-1  �̇�-2)  r*3/2𝒜ିସ    ℬ    𝒟  ℰଶ  𝒬ିଶ          (5.36f) 

 𝑇  =  (5.0*107  K)(𝛼ି
భ
ర  m-1/4)  r*-3/8    𝒜ିభమ  ℬିభమ  ℰ

భ
ర         (5.36g) 

 𝛽(1 − 𝛽) =  (4*10-6)(𝛼
షభ
ర   m-1/4  �̇�-2)  r*21/8    𝒜ିହ/ଶ    ℬ

వ
మ    𝒟  ℰ

ఱ
ర  𝒬ିଶ       (5.36h) 
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 (𝜏𝑒𝑓𝑓 ∗ 𝜏𝑒𝑠)
భ
మ  =  (1*10-4)(𝛼ି

భళ
భల  m-1/10  �̇�-2)  r*93/32    𝒜ିమఱఴ     ℬ

రభ
ఴ   𝒞

భ
మ  𝒟

భ
మ  ℰ

ఱ
ర  𝒬ିଶ         (5.36i) 

 

The  radial  functions  in  the  above  equations  are  defined  as  such: 

 

                                                      𝒜  =  1  +  a*2  y-4  +2a*2  y-6              ℬ  =  1  +  a*  y-3                             (5.37a,b) 

            𝒞  =  1-3  y-2  +2  a*  y-3                 𝒟  =  1  –  2  y-2  +a*2  y-4                       (5.37c,d) 

  ℰ  =1  +  4  a*2  y-4  –  4  a*2  y-6  +3  a*4  y-8                        𝒬o  =  
ଵା  ௬షయ

௬(ଵିଷ௬షమାଶ௬షయ)
భ
మ
     (5.37e,f) 

  𝒬  =  𝒬o  [𝑦 − 𝑦𝑜 − ቀଷ
ଶ
ቁ 𝑎  𝑙𝑛 ቀ ௬

௬
ቁ – ଷ(௬ଵି)మ

௬ଵ(௬ଵି௬ଶ)(௬ଵି௬ଷ)
𝑙𝑛  ( ௬ି௬ଵ

௬ି௬ଵ
)] −   

                                                          𝒬o  [
ଷ(௬ଶି)మ

௬ଵ(௬ଶି௬ଵ)(௬ଶି௬ଷ)
ln ቀ ௬ି௬ଶ

௬ି௬ଶ
ቁ − ଷ(௬ଷି)మ

௬ଵ(௬ଷି௬ଵ)(௬ଷି௬ଶ)
ln  ( ௬ି௬ଷ

௬ି௬ଷ
)]                     (5.37g,h) 

 

Where  y  =  ቀ
ெ
ቁ
భ
మ,  a*  =  


ெ
,  yo  =  ቀ

ೞ
ெ
ቁ
భ
మ,  and  y1,  y2,  y3  are  roots  of  the  equation:                           (5.38a,b,c) 

    𝑦ଷ − 3𝑦 + 2𝑎∗    =  0              (5.39a) 

                                                                                                𝑦ଵ   =   2  𝑐𝑜𝑠 ቂ௦
షభ ∗ିగ
ଷ

ቃ         (5.39b) 

                                                                                                𝑦ଶ   =   2  𝑐𝑜𝑠 ቂ௦
షభ ∗ାగ
ଷ

ቃ         (5.39c) 

𝑦ଷ   =   −2  𝑐𝑜𝑠 ቂ
௦షభ ∗

ଷ
ቃ         (5.39d) 

 

The  Shakura-Sunyaev  solutions  are  local  solutions,  which  operate  on  the  assumption  that  

the  viscous  torque  goes  to  zero  at  the  ISCO.    The  locations  of  the  pressure  maxima  are  situated  at  

the  cusp  of  the  disk  (rcusp),  the  sonic  radius,  the  point  where  the  falling  material  goes  supersonic  

(rsound),  and  the  center  of  the  disk  (rcenter),  for  both  the  Shakura-Sunyaev  and  Novikov-Thorne  
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models.    The  cusp  is  located  at  the  ISCO  and  the  angular  momentum  is  Keplerian  outside  the  

ISCO  and  constant  beyond  the  ISCO.    However,  for  real  flows,  the  cusp,  center  of  the  disk,  and  

sonic  radius  are  not  one  and  same  with  the  position  of  the  ISCO  and  the  angular  momentum  is  

super-Keplerian  between  the  cusp  and  the  center  of  the  disk.     

 

The  Shakura-Sunyaev  and  Novikov-Thorne  models  assume  that  accretion  is  efficient  at  

generation  of  heat  via  viscous  processes  at  a  specific  radius,  which  are  radiating  the  heat  away  

(Shakura,  1973)  (Novikov  I.  a.,  1973).    The  viscous  heating  is  balanced  by  another  factor:  

radiative  cooling,  and  no  other  cooling  mechanism  is  necessitated  up  until  a  certain  luminosity  (L  

~  0.3  LEdd),  and  the  accretion  rate  is  small.     

 

At  a  high  enough  luminosity  (0.3  LEdd),  and  with  the  disk  being  sufficiently  thick  enough,  

another  cooling  mechanism  comes  into  play:  advection.     

Advection  is  the  horizontal  flow  of  thermal  energy  and  gravitationally  captured  and  falling  

matter  in  towards  a  central  object.    The  viscosity-generated  heat  doesn’t  transfer  energy  into  

photons  and  escape  the  disk  fast  enough  so  it  gets  carried  inward  by  the  motion  of  the  gas.    As  

the  luminosity  increases,  the  advective  cooling  increases  and  for  the  significantly  high  luminous  

cases,  is  comparable  with  the  radiative  cooling  process.    In  these  cases,  the  thin  disk  models  are  

inapplicable.     

In  the  slim  disk  case,  an  additional  problem  emerges  where  the  equations  (5.34-5.36)  

aren’t  applicable  and  instead  requires  a  system  of  two-dimensional  ordinary  differential  

equations  with  a  critical  point;;  one  where  the  gas  velocity  surpasses  the  local  speed  of  sound  at  a  

particular  radius.    In  the  limit  of  low  accretion  rates,  they  converge  towards  the  solutions  of  the  
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thin  disk  cases.    Slim  disks  conform  more  to  the  physical  world  in  contrast  with  thin  disks  in  that  

they  extend  all  the  way  to  the  black  hole  event  horizon  as  opposed  to  the  ISCO  in  the  thin  disk  

case.    I  will  be  using  the  thin  disk  model  because  the  accretion  rate  is  approximate  enough  for  the  

presence  of  QPO  frequencies  at  the  ISCO  radius.     

 

Slim  disks  deviate  from  the  thin  disk  cases,  in  that  they  have  different  angular  momentum  

profiles  where  the  slim  disks  rotate  with  super-Keplerian  velocities  and  for  higher  accretion  

rates,  the  difference  increases  significantly.    The  disk  thickness  also  increases  with  the  accretion  

rate  and  as  the  rate  approaches  the  Eddington  limit,  the  height/radius  ratio  reaches  a  maximal  

value  of  0.3.    The  flux  becomes  modified  by  the  advection  and  an  increasing  fraction  of  the  

viscous  heat  is  advected  inward  and  released  nearer  to  the  event  horizon  of  the  black  hole.     

 

As  advection  increases,  the  conversion  of  gravitational  potential  energy  into  radiative  flux  

due  to  collision  of  particles  decreases  with  increased  accretion  rates.    The  disk  luminosity  only  

becomes  slightly  super-Eddington  to  an  extent  and  does  so  due  to  the  geometry  of  the  flow  being  

constrained  to  the  equatorial  plane  and  not  being  spherical.    The  accretion  moves  inward  along  

the  equatorial  plane  while  the  radiation  can  escape  vertically.     

Advection  can  fully  determine  the  dynamics  as  seen  in  the  ADAF,  or  Advection-

Dominated  Accretion  Flow,  case  (Narayan  R.  a.,  Advection-dominated  accretion:  A  self-similar  

solution,  1994)  (Narayan  R.  a.,  Advection-dominated  accretion:  Self-similarity  and  bipolar  

outflows,  1995)  (Narayan  R.  a.,  Advection-dominated  accretion:  Underfed  Black  Holes  and  

Neutron  Stars,  1995). 

Almost  all  of  the  viscous  energy  is  advected  into  the  black  hole  rather  than  radiated.    In  contrast  
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to  the  slim  disk  scenario,  which  is  invoked  for  high  luminosities,  ADAF  is  used  when  the  

luminosity  and  mass  accretion  rates  are  low.     

 

Due  to  the  lower  radiative  energy  losses,  ADAF  objects  are  significantly  less  luminous  

than  thin  disks  or  slim  disks.    They  are  close  to  the  virial  temperature,  tend  to  be  optically  thin,  

and  quasi-spherical.    Their  spectra  obey  a  power  law  and  are  non-thermal,  with  a  strong  

Compton  component.    They  usually  are  used  for  studies  in  the  Hard  (high  energy)  x-ray  case  

seen  in  x-ray  binaries.     

The  ADAF  solutions  were  derived  similarly  to  the  slim  and  thin  disk  cases.     

They  are: 

  𝑣 = ቀ3.0 ∗ 10ଵ 
௦
ቁ 𝛼  𝑐1  𝑟

షభ
మ             (5.40a) 

    𝛺 = ቀ2.03 ∗ ଵఱ

௦
ቁ 𝑐2  𝑚ିଵ  𝑟ି

య
మ          (5.40b) 

cs2  =  (9.0 ∗
ଵమబ

௦మ
)    𝑐3  𝑟ି

య
మ           (5.40c) 

𝜌 = ቀ1.07 ∗ ଵషఱ
య ቁ 𝛼ିଵ𝑐1ିଵ𝑐3

ିభమ  𝑚ିଵ�̇�  𝑟ି
య
మ      (5.40d) 

𝑃 =  ൬9.67 ∗
ଵభఱ 


௦మ

൰  𝛼ିଵ  𝑐1ିଵ  𝑐3
భ
మ  𝑚ିଵ�̇�𝑟ି

ఱ
మ      (5.40e) 

  𝐵 = (4.93 ∗ 10଼  𝐺)𝛼ି
భ
మ  (1 − 𝛽𝑚)

భ
మ  𝑐1ି

భ
మ  𝑐3

భ
ర  𝑚ିభమ�̇�

భ
మ  𝑟ି

ఱ
ర        (5.40f) 

𝑞+  = ቀ2.94 ∗ ଵమభ
య௦

ቁ 𝜖ᇱ𝑐3
భ
మ  𝑚ିଶ�̇�  𝑟ିସ       (5.40g) 

𝜏௦ = (1.75)  𝛼ିଵ𝑐1ିଵ  �̇�  𝑟ି
భ
మ        (5.40h) 

 

The  variable,  v,  is  the  radial  infall  velocity,  q+  is  the  viscous  dissipation  of  energy  per  unit  

volume.      The  constants  c1,  c2,  c3  are  as  follows: 
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    c1  =      ହାଶఢ
ᇲ

ଷఈమ
  𝑔(𝛼, 𝜖ᇱ)                                 (5.41a) 

    c2  =  ቆଶఢ
ᇲ൫ହାଶఢᇲ൯
ଽఈమ

  𝑔(𝛼, 𝜖ᇱ)ቇ

భ
మ

         (5.41b) 

c3    =  ଶ(ହାଶఢ
ᇲ)

ଽఈమ
  𝑔(𝛼, 𝜖ᇱ)         (5.41c) 

𝜖ᇱ  =  (1/𝑓ௗ௩  ((5/3 − 𝛾𝑔)/(𝛾𝑔 − 1))       (5.41d) 

𝑔(𝛼, 𝜖ᇱ) = ቂ1 + ଵ଼ఈమ

(ହାଶఢᇲ)మ
ቃ
భ
మ − 1        (5.41e) 

 

𝑓ௗ௩  is  a  parameter,  which  is  the  fraction  of  viscously  dissipated  energy  that  is  advected.    1  –  

𝑓ௗ௩  is  the  fraction  that  is  radiated  locally  energy.     

 

 

Vertical  Pressure  Balance 

 

This  is  important  because  a  balance  between  the  vertical  pressure  force  and  the  tidal  gravitational  

force  (difference  in  gravitational  strength  at  opposite  ends  of  a  region)  of  the  compact  object  

determines  the  thickness  of  the  disk,  from  the  condition  of  hydrostatic  equilibrium  as  defined  by  

equation  (2.23). 

ௗ
ௗ௭
= −𝜌𝑔 =

ିఘబீெ௭
య

     (5.42) 

This  yields  a  general  solution: 

ℎ ≈ ቀ 
ఘబ
ቁ
భ
మ ቀ 

య

ீெ
ቁ
భ
మ ≅ ೞ

ఆ
         (5.43) 

where  h  is  the  half  thickness  of  the  disk,  cs  is  the  sound  speed  of  the  gas,  and  Ω = ቀெ
య
ቁ
భ
మ,  the  
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angular  velocity  of  the  gas. 

Notice  that  there’s  a  scale  between  both  the  height  and  the  radial  extent  of  the  disk  and  the  sound  

speed  and  the  angular  velocity,  respectfully: 

ℎ   =    ೞ
Ω
        →          


  =    ೞ

Ω
  =    ೞ

௩
=    𝑐௦   ቀ


ீெ
ቁ
భ
మ    (5.44) 

The  ratio  of  the  sound  speed  to  velocity  also  scales  to  the  ratio  of  height  over  radius  of  the  disk.  

For  a  geometrically  thin  disk,  h  <<  r.     

 

 

Viscous  Processes 

 

The  sources  of  viscosity  as  well  as  turbulence  within  the  plasma  flow  are  thought  to  be  

due  to  chaotic  magnetic  fields.    A  typical  star  will  have  a  magnetic  field  of  Bs  ~  100  gauss.    

Plasma  flowing  off  a  secondary  star  into  the  disk  will  ferry  field  lines  across  to  it.    The  deposited  

magnetic  field  will  be  chaotic  due  to  the  facet  of  no  preferred  direction  in  the  plasma  advected  to  

the  disk.    Disk  turbulence  will  contribute  to  the  overall  chaoticity  of  the  magnetic  field.     

The  shear  of  the  gas  flow  will  amplify  the  magnetic  field  at  a  rate: 

ௗക
ௗఛ

= 𝜎ఝ𝐵 ≈ 𝛺𝐵                                                                             
ௗೝ
ௗఛ

= 0    (5.45a,b) 

corresponding  to  an  increase  of  B  by  amount  Br  for  every  electrical  current  circuit  around  the  

compact  object.    The  growing  magnetic  field  will  be  offset  by  reconnection  of  field  lines  at  the  

interfaces  between  chaotic  cells,  pinch-off  of  field  lines,  and  escape  of  “magnetic  bubbles”. 

The  field  can  be  described  by  pressure  and  viscosity: 

𝑡థ
 < 𝑝 = మ

଼గ
                 (5.46) 
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This  becomes  important  when  it  comes  to  examining  the  magnetic  field  of  the  inner  disk.    The  

shear  stress  𝑡థ    will  generally  be  smaller  than  magnetic  pressure  and  the  shearing  of  the  field  

will  be  projected  into  the  ϕ-direction.    The  magnetic  pressure  cannot  surpass  the  thermal  

pressure: 

𝑝 ≤ 𝑝௧ ≅ 𝜌𝑐௦ଶ     (5.47) 

The  field  lines  would  extend  out  of  the  disk,  reconnect  and  escape.    The  magnetic  viscous  stress  

will  satisfy  the  following  equation: 

𝑡థ
 ≤ 𝑝 ≅ 𝜌𝑐௦ଶ               (5.48) 

where  cs  is  the  sound  speed,  and  p  is  the  pressure. 

The  coefficient  of  dynamical  viscosity  associated  with  the  turbulent  gas  is: 

𝜂 ≈ 𝜌𝑣௧௨ℓ𝓁௧௨               (5.49) 

where  vturb  is  the  speed  of  turbulent  motions  relative  to  the  mean  rest  frame  of  gas,  and  ℓ𝓁୲୳୰ୠ  

being  the  characteristic  size  of  the  largest  turbulent  cells.    The  size  of  the  turbulent  cells  define  

how  far  a  wave  can  propagate  before  it  is  dissipated. 

If  the  turbulent  speed  exceeds  the  sound  speed,  shocks  develop  and  convert  the  turbulent  energy  

into  heat.    Thus  it  is  necessary  that      𝑣௧௨ ≤ 𝑐௦.    The  turbulent  scale  is  limited  by  the  disk  

thickness  (height)  :    ℓ𝓁௧௨   ≤ ℎ.     

The  shear  stress  due  to  turbulence  is  limited  by: 

𝑡థ௧௨ ≅ 𝜂𝜎థ ≤ (𝜌𝑐௦  ℎ)𝛺 ≅ 𝜌𝑐௦ଶ ≅ 𝑝    (5.50) 

The  shear  stress  is  important  because  it  can  play  a  significant  part  in  the  suppression  of  any  

hotspots  forming  in  the  inner  disk  and  lend  further  credence  to  a  relativistic  resonance  model  in  

terms  of  describing  the  inner  disk  of  accretion  disks. 
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Radiative  Transport 

 

Viscosity-generated  heat  has  to  be  transported  to  the  surfaces  of  the  disk  before  being  

radiated.    The  disk  is  optically  thick,  so  the  energy  transport  can  be  calculated  by  using  the  

diffusion  approximation  reduced  to  Newtonian  form: 

ௗ
ௗ௭
ቂଵ
ଷ
𝑎𝑇ସቃ = 𝐾ഥ𝜌𝑞௭                   (5.51) 

The  equation  of  transport's  solution  is: 

𝑎𝑇ସ ≅ 𝐾ഥ∑𝐹      (5.52) 

where  𝐾ഥ  is  the  average  opacity,  ∑  is  the  surface  density,  and  F  is  the  flux.  The  dominant  opacity  

source  for  the  outer  disk  will  be  free-free  transitions  and  by  a  comparable  magnitude,  bound-free  

transitions.    For  the  outer  regions, 

𝐾ഥ ≈ 𝐾ഥ ≈ 0.64 × 10ଶଷ ቆ ఘబ


య
ቇ ቀ்


ቁ
ିమయ మ


    (5.53) 

For  the  inner  regions,  for  electron-scattering  opacity: 

𝐾ഥ ≈ 𝐾ഥ௦ ≈ 0.40 మ


                 (5.54) 

For  the  majority  of  the  disk,  gas  pressure  dominates  over  the  radiation  pressure: 

𝑐௦ଶ ≅

ఘబ
≅ ೌೞ

ఘబ
≅ ்


≅ ்

ଵభయ
                          (5.55) 

In  the  innermost  regions  of  the  disk  with  an  escalated  temperature,  radiation  pressure  is  

dominant: 

𝑐௦ଶ ≅

ఘబ
≅ ೝೌ

ఘబ
≅

భ
య்

ర

ఘబ
                (5.56) 

 

The  laws  of  conservation  (rest-mass,  angular  momentum,  radiative  transport,  energy,  
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vertical  pressure  balance,  magnitude  of  viscosity,  and  magnitude  of  opacity)  govern  the  steady-

state  disk  structure  and  are  described  in  the  next  section.    They  yield  the  characteristics  and  

predictive  behavior  of  accretion  inside  the  disk  and  depict  the  overall  picture  of  the  accretion  

disk.    They  serve  as  the  foundation  of  accretion  disk  theory. 

 

 

Conservation  Equations 

 

The  conservation  of  mass  and  conservation  of  energy-momentum  equations  can  used  to  describe  

the  accretion  disk  structure:     

(𝜌𝑢ఓ);ఓ = 0                                          𝑇ఔ
ఓ;ఔ = 0                (5.57a,b) 

Where  𝜌  is  the  rest  mass  density,  𝑢ఓ  is  the  4-velocity  of  the  matter,  and  𝑇ఔ
ఓ  is  the  stress  energy  

tensor.    They  lead  to  further  definitive  equations,  for  state,  prescription  of  viscosity,  opacity,  

conductivity,  etc. 

 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ீாே
= ൫𝑇ఔ

ఓ൯
ி

+ ൫𝑇ఔ
ఓ൯

ோ
+ ൫𝑇ఔ

ఓ൯
ூௌ

+ ൫𝑇ఔ
ఓ൯

ெ
   (5.58a) 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ி
= (𝜌𝑢ఓ)(𝑊𝑢ఔ) + 𝛿ఔ

ఓ𝑝                (5.58b) 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ோ
= 𝑢ఓ𝐹ఔ + 𝑢ఔ𝐹ఓ                      (usually  set  to  0  in  models)            (5.58c) 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ூௌ
= 𝜈∗𝜎ఔ

ఓ            (usually  set  to  0  for  thick  accretion  disk  models)    (5.58d) 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ெ
= 𝑏ଶ ቀ𝑢ఓ + ଵ

ଶ
𝛿ఔ
ఓቁ − 𝑏ఓ𝑏ఔ                   (5.58e) 

 

Where  W  is  the  enthalpy,  p  is  the  pressure,  𝐹ఓ  is  the  radiation  flux,  ν*  is  the  kinematic  viscosity,  
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and  𝜎ఔ
ఓ  is  the  shear,  and  𝑏ఓ  is  the  magnetic  field,  measured  in  the  rest  frame.     

 

The  fluid  part  is  expressed  by: 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ி
= (𝜌𝑢ఓ)(𝑊𝑢ఔ) + 𝛿ఔ

ఓ𝑝            (5.59) 

where  𝜌  is  the  conserved  mass  density,  W  the  enthalpy,  and  p  the  perfect  fluid  isotropic  pressure.    

They  are  linked  with  other  equations  by  the  first  law  of  thermodynamics: 

𝑑𝑈 = 𝑇𝑑𝑆 − 𝑃𝑑𝑉                            (5.60) 

which  becomes:                                            𝑑𝜖 = 𝑊𝑑𝜌 + 𝜌𝑇𝑑𝑆             (5.61) 

where  T  is  the  temperature,  S  the  entropy  per  unit  mass,  and  𝜖 = 𝜌𝑐ଶ + 𝛱,  being  the  total  energy  

density  and  Π  the  internal  energy  density;; 

𝑉 = ଵ
ఘ
                                                  𝑈 = 

ఘ
                                        𝑊 = ାఢ

ఘ
   (5.62a,b,c) 

 

 

Thick  disks  and  Tori 

 

I  also  discuss  thick  disks  and  tori  since  the  conditions  for  advection  will  be  modified  and  

this  would  have  an  effect  on  the  occurrence  of  quasi-periodic  oscillations.    Some  collaborating  

physicists,  utilizing  a  set  of  equations,  created  a  method  of  recreating  perfect  fluid  equilibriums,  

for  infalling  matter  revolving  around  a  Kerr  black  hole  in  circular  orbits.        For  the  stress  energy  

tensor  and  4-velocity: 

𝑇ఔ
ஜ = (𝜌𝑢ఓ)(𝑊𝑢ఔ) − 𝑝  𝛿ఔ

ఓ                          (6.81) 

𝑢ఓ = 𝐴(𝜂ஜ + Ω  𝜉ஜ)               (6.82) 
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and  deriving  from  the  condition  ∇ஜT
ஜ = 0,               (6.83) 

𝛻ఔ 𝑙𝑛 𝐴 −
ఇഌΩ
ଵିΩ

= ଵ
ఘ
𝛻ఔ𝑝;                  (6.84) 

For  the  perfect  fluid  case  where  𝑆ఔ
ஜ = 0  and  𝛿𝑢ఓ = 0,                              (6.85a,b) 

the  equilibrium  condition  takes  the  case  that: 

ఇഌ
ାఢ

= 𝛻ఔ 𝑙𝑛 𝐴 +
ఇഌΩ
ଵାΩ

                 (6.86) 

 

For  a  baryotropic  fluid  p  =  p(𝜖),  the  left-hand  side  of  the  equation  is  a  gradient  of  a  scalar  

function,  so  the  right-hand  side  must  also  be  a  gradient  of  a  scalar,  which  it  only  is  true  if  the  

time  scale  depends  on  the  angular  frequency: 

𝑙 = 𝑙(Ω)      (6.87) 

This  condition  leads  to  a  set  of  integrability  conditions,  known  as  the  von  Zeipel  theorems,  

derived  by  Boyer,  Bardeen,  Abramowicz,  Komissarov  among  others.     

Within  real  flows,  viscous  dissipative  processes  with  timescales  longer  than  the  dynamical  

timescale  define  l.     

Paczynski  assumed  a  result  l  =  l(Ω),  as  noted  above,  which  bypassed  the  dilemma  of  

basing  it  on  unsure  assumptions  about  viscosity  using  a  free  function.    Models  based  on  a  

selected  𝑙  behaves  more  physically  realistic  than  those  based  on  a  free  function    𝛼(𝑟, 𝜃)  =  

constant.     

 

Solving  for  Ω: 

𝑙 ൬Ω = −Ω  ഝഝ(,ఏ)ାഝ(,ఏ)
Ω  ഝ(,ఏ)ା(,ఏ)

൰    (6.88a) 

Ω = Ω(𝑟, 𝜃)                      𝐴(𝑟. 𝜃) = ൫𝑔௧௧ + 2Ω𝑔௧థ + Ωଶ𝑔థథ൯
భ
మ                      𝑙 = 𝑙(𝑟, 𝜃) (6.89b,c,d) 
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In  Boyer-Lindquist  coordinates,  the  equipressure  surface  equations  can  be  recast  in  terms  of   

p  =  p(r,𝜃)  =  constant,  r  =  r(𝜃),  and  r(𝜃)  given  by: 

− ௗ
ௗఏ
= డഇ

డೝ
= (ଵିΩ)డഇ ାడഇΩ

(ଵିΩ)డೝ  ାడೝΩ
    (6.90) 

 

With  Ω(r,𝜃),  A  =  A(r,𝜃)  ,  and  l(r,𝜃)  given,  the  right-hand  side  of  the  equation  takes  the  form  of  a  

known  function,  f(r,𝜃): 

𝑓(𝑟, 𝜃) = ௗ
ௗఏ

      (6.91) 

 

This  function  can  be  integrated  to  obtain  the  equipressure  surfaces  p  =  p(r,𝜃)  in  the  radial  form  r  

=  r(𝜃).    Surfaces  of  constant  pressure  within  a  thick  disk  can  be  found  from  the  relativistic  

version  of  the  effective  potential  ϕ: 

𝜙 − 𝜙 = −∫ ௗ
ఘௐ


                  (6.92) 

where  ϕin  is  the  potential  at  the  boundary  of  the  thick  disk.    With  constant  angular  momentum,  

the  potential  reduces  to: 

𝜙 = 𝑙𝑛(−𝑢௧)      (6.93) 

and  given  that  l  >lms,  the  potential  𝜙(𝑟, 𝜃)  will    contain  a  saddle  point  ϕcusp    at  r  =  rcusp,  on  the  

equatorial  plane  (𝜃 = గ
ଶ
).    A  parameter  can  be  defined  as  the  potential  barrier  at  the  inner  edge  of  

the  disk: 

∆𝜙 = 𝜙 − 𝜙௨௦               (6.94) 

 

If    ∆𝜙  <  0,  the  disk  resides  within  its  Roche  lobe.    The  disk  is  marginally  stable  against  local  

axisymmetric  perturbations  and  unstable  against  low-order  non-axisymmetrical  perturbations.    
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This  would  be  significant  in  descriptions  of  undulations  in  the  matter  flow  across  the  Roche  lobe  

in  the  inner  disk. 

 

 

Papaloizou-Pringle  modes 

 

If    ∆𝜙  >  0,  the  disk  overflows  its  Roche  lobe  and  accretion  accords  across  the  cusp  via  pressure-

gradient  forces.    The  accretion  is  not  reliant  on  dissipation  of  angular  momentum,  thus  viscosity  

isn't  important  here.    The  accretion  neutralizes  the  growth  of  the  Papaloizou-Pringle  instablility. 

 

 

Equation  of  State 

 

The  equation  of  state  is  that  of  an  ideal  gas  plus  that  of  radiation: 

𝑃 = ఘ்
ఓಹ

+ 𝑎𝑇ସ     (5.63) 

where  K  is  the  Boltzmann  constant,  T  the  temperature,  𝜌  the  density,  𝜇  the  average  particle  mass,  

and  mH  the  atomic  mass  constant. 

There  are  two  different  temperatures  that  are  important  in  a  plasma;;  temperature  Ti  and  

molecular  𝜇  of  ions,  and  Te  and  𝜇  of  electrons.    The  pressure  for  the  plasma  is: 

𝑝 = 𝑝 + 𝑝 =
ఘ்
ఓಹ

+ ఘ ்
ఓಹ

     (5.64) 

 

The  perfect  fluid  case  is  described  by  the  fluid  part  of  the  stress  energy  tensor  and  is  the  only  

essential  description  for  the  fluid  part  and  all  other  parts  vanish.    Since  𝛻ఓ൫𝑇ఔ
ఓ𝜂ఓ൯ = 0 =
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𝛻ఔ൫𝑇ఔ
ఓ𝜉ఔ  ൯;                                                   (5.65) 

The  following  equations  are  derived  which  describe  the  Bernoulli  function  and  angular  

momentum  of  the  plasma: 

ℬ = −𝑊(𝜇𝜂) = −𝑊𝑢௧                              ℐ = 𝑊(𝜇𝜉) = 𝑢థ          (5.66a,b) 

where  ℬ  is  the  Bernoulli  function,  and  ℐ  is  the  angular  momentum.    Their  ratio  is  a  constant  of  

motion: 

ℒ = ℐ
ℬ
= −௨ഝ

௨
             (5.67) 

This  is  analogous  to  the  specific  angular  momentum,  which  is  also  a  constant  of  geodesic  

motion.     

 

The  radiation  part  is  expressed  by  the  equation: 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ோ
= 𝑢ఓ𝐹ఔ + 𝑢ఔ𝐹ఓ     (5.68) 

with  𝐹ఓ  being  the  radiation  flux. 

With  vertically  thin  disks  (height  H  <<  r),  radiation  is  presumed  to  be  emitted  from  the  

equatorial  plane  (𝜃 = గ
ଶ
),  and  the  vertical  component  of  flux  expressed  as  F.    The  total  radiation  

flux  Ftot  (in  ergs)  is  emitted  from  both  the  upper  and  lower  surfaces  of  the  disk  and  expressed  as: 

𝐹௧௧ = 2𝐻𝑓                  𝑓  being  the  radiation  emissivity   (5.69) 

The  emissivity  is  expressed  by:                                           (5.70a,b) 

𝑓 =
𝐹
2𝐻 = ቐ

𝑓 + 𝑓௦௬ + 𝑓௦௬, + 𝐹,;             Optically  thin  case
8𝜎𝑇ସ
3𝐻𝜏 ;                                                                                                           Optically  thick  case

 

The  first  case  describes  the  plunging  region  since  it  is  optically  thin  while  the  second  case  

describes  the  disk  since  it  is  optically  thick.     
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In  the  intermediate  case  the  solution  used  is  (Hubeny,  1990):          (5.71) 

𝑓 =
4𝜎𝑇ସ

𝐻 ቈ
3𝜏
2 + √3 +

4𝜎𝑇ସ

𝐻 ൫𝑓 + 𝑓௦௬ + 𝑓, + 𝑓௦௬,൯
ିଵ

ିଵ

 

 

The  Planck  mean  opacity  and  radiation  pressure  is  expressed  as:                                                  (5.72a,b) 

𝜏௦ =
𝐻

4𝜎𝑇ସ
൫𝑓 + 𝑓௦௬ + 𝑓, + 𝑓௦௬,൯                                                  𝑝 =

𝑓𝐻
2𝑐 ൬𝜏 +

2
√3
൰ 

 

The  Bremsstrahlung  emissivity  is  caused  by  ion-electron  and  electron-electron  collisions: 

𝑓 = 𝑓 + 𝑓     (5.73) 

The  ion-electron  part  is  expressed  as  (Svenson,  1982):                          (5.74a,b) 

𝑓 = 𝑛𝑛ത𝜎்𝑐𝛼𝑚𝑐ଶ ×

⎩
⎪
⎨

⎪
⎧

4൬
2𝜃
𝜋ଷ ൰

ଵ
ଶ
(1 + 1.781𝜃ଵ.ଷସ);      𝜃 < 1

9𝜃
2𝜋 [𝑙𝑛(1.123𝜃 + 0.48) + 1.5;        𝜃 > 1

 

With  ne  the  electron  number  density,  𝑛ത  ion  number  density  averaged  over  all  species,  𝜎்  the  

Thomson  cross  section,  𝛼  =  1/137,  the  fine  structure  constant,  and  𝜃 =
 ்
మ

,  the  dimensionless  

electron  temperature.     

 

The  electron-electron  part  is  expressed  by  (Stepney,  1997):                                                                        (5.75a,b) 

𝑓 = 𝑛ଶ𝑐𝑟ଶ𝑚𝑐ଶ𝛼 × ቐ
20
9√𝜋

(44 − 3𝜋ଶ)𝜃
ଷ
ଶ ቆ1 + 1.1𝜃 + 𝜃ଶ − 1.25𝜃

ହ
ଶቇ ;    𝜃 < 1

24𝜃[𝑙𝑛(2𝜂𝜃) + 1.28];                                                                                                   𝜃 > 1
 

 

With  𝑟 =
మ

మ
    being  the  classical  radius  of  the  electron,  and  𝜂 = 𝑒ିఊಶ = 0.5616. 
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The  synchrotron  emission  of  relativistic  Maxwellian  distribution  of  electrons  is  given  by  

(Narayan  R.  a.,  Advection-dominated  Accretion.  Underfed  black  holes  and  neutron  stars,  1995): 

𝑓௦௬ =
ଶగ
ଷమ

𝑘𝑇
ௗ
ௗ
ቂଷఏ

మ௫
ସగ

ቃ ;     only  valid  for  𝜃 > 1;   (5.76) 

which  works  for  most  cases. 

 

B  is  the  equipartion  magnetic  field  strength,  and  xm  is  the  solution  of  the  transcendental  equation  

(5.77): 

𝑒ଵ.଼଼ଽଽ௫
భ
య =

൫ଶ.ସଽ×ଵషభబ൯ቀరഏೝಳ ቁ൭௫
షళలା.ସ௫

షభళభమା.ହଷଵ௫
షఱయ൱

ఏయమቀ
భ
ഇ
ቁ

     (5.77) 

with  K2  the  modified  Bessel  function  of  the  2nd  kind. 

 

Comptonization  of  bremsstrahlung  and  synchrotron  radiation  is  expressed  by  (Esin,  1996): 

𝑓, = 𝑓 ቈ𝜂ଵ −
ఎభ௫
ଷఏ

−
ଷఎభቂଷష(ആయశభ)ିଷఏ

ష(ആయశభ)ቃ

ఎయାଵ
   (5.78) 

𝑓௦௬, = 𝑓௦௬ ቂ𝜂ଵ − 𝜂ଶ ቀ
௫
ఏ
ቁ
ఎయ
ቃ      (5.79) 

With  𝜂 = 1 + 𝜂ଵ + 𝜂ଶ ቀ
௫
ఏ
ቁ
ఎయ
;      Compton  energy  enhancement  factor;;             

(5.80) 

𝑥 = ఔ
మ

                    𝑥 =
ఔ
మ

                        𝜂ଵ =
௫మ(௫భିଵ)
ଵି௫భ௫మ

           (5.81a,b,c) 

𝑥ଵ = 1 + 4𝜃 + 16𝜃ଶ                            𝜂ଶ =
ିఎభ
ଷആయ
             (5.81d,e) 

𝑥ଶ = 1 − 𝑒ିఛೞ                              𝜂ଷ = −1 − ௫మ
 ௫భ

       (5.81f,g) 
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The  stress  part  is  described  by  the  equation:      ൫𝑇ఔ
ఓ൯

ூௌ
= 𝜈∗𝜎ఔ

ఓ          (5.82) 

The  shear  tensor  is  defined  as: 𝜎ఓఔ = ൫𝛻(ఓ𝑢ఔ൯ − 𝜃𝑔ఓఔ)⊥          (5.83) 

Where  (𝑋ఓ)⊥  =  𝑋ఈ(𝛿ఔ
ఓ + 𝑢ఓ𝑢ఈ)    for  objects  projected  into                      (5.84) 

instantaneous  3-space  perpendicular  to  𝑢ఓ. 

The  vorticity  is: 𝜔ఓఔ = (𝛻[ఓ𝑢ఔ])  ⊥             (5.85) 

The  expansion  variable  𝜃  is:     𝜃 = ఇഋ௨ഋ

ଷ
            (5.86) 

In  the  case  of  purely  circular  motion,   𝑢 = 𝐴൫𝜂 + Ω𝜉൯                    (5.87) 

The  quantities  become:              𝜃 = 0                𝜎ఓఔ =
ଵ
ଶ
𝐴ଷ𝜓ଶ𝜕ఓΩ              𝜔ఓఔ =

ଵ
ଶ
𝐴ଶ𝜓ଶ𝜕ఓℓ𝓁                              

(5.88a,b,c) 

ψଶ = g୲மଶ − g୲୲gமம;                                              (Xஜ)  ⊥uஜ = 0;                                        (5.88d,e) 

So  in  the  case  of  purely  circular  motion,        𝜎ఓఔ𝜂ఓ = −Ω𝜎ఓఔ𝜉ఔ            𝜔ఓఔ𝜂ఔ = −Ω𝜔ఓఔ𝜉ఓ            (5.89a,b) 

The  viscous  stress  tensor  is  proportional  to  the  shear  (Landau,  1959):        𝑆ఔ
ఓ = 𝜈𝜌𝜎ఔ

ఓ       (5.90) 

The  rate  of  heat  generation  by  viscous  stress  in  volume  V  is  expressed  as:   

      𝑄ା ∫ 𝑆ఔ
ఓ𝜎ఔ

ఓ𝑑𝑉 ;                  (5.91) 

The  rate  of  viscous  angular  momentum  and  energy  transport  across  surface  S  with  unit  normal  

vector  𝑁ఓ  is  expressed  as:           ℐ௦ = ∫ 𝑆ఔ
ఓ𝜉ఔ𝜈𝑁ఓ𝑑𝑆                    ℬ௦ = ∫𝑆ఔ

ఓ𝜂ఔ𝑁ఓ𝑑𝑆                       (5.92a,b) 

In  the  case  of  purely  circular  motion,   

  ℬ௦ = −Ω௦ℐ௦      (5.93) 

Where  Ω௦  =  Ω  averaged  on  the  surface  S. 

 

The  Maxwell  part  is  expressed  by  the  stress  energy  tensor  for  the  electromagnetic  field: 

൫𝑇ఔ
ఓ൯

ெ
= 𝑏ଶ ቀ𝑢ఓ + ଵ

ଶ
𝛿ఔ
ఓቁ − 𝑏ఓ𝑏ఔ                 (5.94a) 
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𝑏ఓ = 𝑢ఔ ∗ 𝐹ఔ
ఓ                                      magnetic  field  in  fluid  rest  frame   (5.94b) 

and  ∗ 𝐹ఔ
ఓ  is  the  dual  of  Faraday  tensor.    Due  to  the  fact  𝑏ఓ𝑢ఓ = 0,                                   (5.94c) 

the  dual  of  Faraday  tensor  becomes:    ∗ 𝐹ఔ
ఓ = 𝑏ఓ𝑢ఔ − 𝑏ఔ𝑢ఓ                                   (5.95) 

The  Faraday  tensor  satisfies  the  homogenous  Maxwell  equation  ∗ 𝐹ఔ
ఓ;ఔ = 0.          (5.96) 

The  spatial  component  yields  the  induction  equation  and  the  time  component  yields  the  

divergence-free  constraint.     

 

 With  these  physical  equations,  one  can  recreate  the  conditions  of  an  accretion  disk  and  

obtain  relevant  physical  information  about  the  events  that  occur  in  the  gas  and  dust,  and  the  

central  objects.    The  accretion  disks  can  also  provide  information  about  the  conditions  of  the  

massive  compact  objects  that  harbor  the  disks,  including  the  strong  gravity  from  the  compact  

objects.      The  effects  of  General  relativity  can  be  confirmed  through  signs  revealed  by  the  gas  

within  the  reach  of  the  zone  of  influence.    In  the  context  of  the  Relativistic  Resonance  model,  the  

epicyclic  frequencies  that  are  a  result  of  General  Relativity  and  would  not  exist  in  a  strictly  

Newtonian  framework.    The  double  QPO  signal  would  serve  as  a  great  test  of  unique  effects  due  

to  the  warping  of  space-time. 
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CHAPTER  VI 

ACCRETION  RATE 

 

I  delve  into  the  accretion  rate  since  it  is  an  important  physical  parameter  that  dictates  the  

flow  of  material  in  accretion  disks.    It  is  also  loosely  dependent  on  the  value  of  the  adiabatic  

index  whose  significance  will  become  apparent  when  I  discuss  the  diskoseismological  approach  

to  link  the  QPO  frequency  to  the  adiabatic  index.    In  this  way  I  can  determine  the  value  of  the  

adiabatic  index  at  a  specific  radius,  in  Chapter  IX.    The  accretion  disk  system  comprises  of  a  

compact  object  such  as  a  black  hole  or  neutron  star  and  at  least  one  companion  star  in  a  binary  

system.    Accretion  occurs  when  the  companion  star  overfills  its  Roche  equipotential  lobe  and  

loses  mass  to  its  dominant  partner  through  the  inner  Lagrangian  (L1)  point.    Since  the  gas  has  a  

higher  angular  momentum,  it  will  not  accrete  directly  to  the  compact  object  but  fall  in  narrow  

streams  of  gas,  forming  an  accretion  disk.    The  gas  moves  in  Keplerian  orbits  and  slowly  loses  

angular  momentum  through  viscous  processes  that  cause  the  gas  to  spiral  in  at  a  faster  rate.     

 

As  the  gas  nears  the  compact  object,  it  heats  up  and  the  matter  becomes  ionized.    The  

disk  terminates  at  the  ISCO  (Innermost  Stable  Circular  Orbit)  because  the  particles  can't  travel  in  

stable  circular  orbits  behind  that  point.    The  orbits  of  the  falling  particles  become  ellipses  that  

precess  around  the  compact  object’s  center  and  these  orbits  overlap  with  each  other  and  result  in  

collisions  and  dissipating  the  lateral  momentum,  causing  the  particles  to  fall  inward  at  a  faster  
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rate.    The  matter  also  heats  up  as  a  result  of  the  collisions.    At  this  point,  there  is  nothing  to  stall  

the  particles'  fatal  fall  through  the  event  horizon. 

 

For  a  Schwarzschild  black  hole,  all  particles  with  angular  momentum  per  unit  mass  less  

than    𝐿෨ <   2  𝑟   𝑐  will  eventually  be  captured  by  the  black  hole  (Novikov  I.  a.,  1973): 

𝑟 = ଶீெ
మ

                                              𝐿෨   <   2 ቀଶீெ
మ
ቁ 𝑐   =    ସீெ


    (6.1a,b) 

 

Inside  the  accretion  disk,  angular  momentum  has  to  be  transferred  away  outwardly  or  

otherwise  dissipated  to  maintain  the  continuous  infall  flow  of  matter.    The  condition  for  capture  

can  be  expressed  as  such: 

𝑏 = ෨


< 𝑏௧௨ = 2𝑟 ቀ 

௩ಮ
ቁ = ସீெ

௩ಮ
    (6.2) 

 

The  “capture  cross  section”  of  the  black  hole  is: 

𝜎 = 𝜋𝑏௧௨ଶ = 4𝜋𝑟ଶ ቀ 
௩ಮ
ቁ
ଶ
= 4𝜋 ቀଶீெ

మ
ቁ
ଶ
ቀ 
௩ಮ
ቁ
ଶ
= ଵగீమெమ

మ௩ಮమ
                (6.3) 

 

In  case  of  the  Kerr  black  hole,  the  capture  cross  section  is  of  the  same  order  of  magnitude.    The  

rate  at  which  the  black  hole  gains  rest  mass  per  unit  time  crossing  through  a  sphere  of  r  >>  bcapture  

is: 

𝑀̇ = ቀఘಮ௩ಮ
ସగ

ቁ 4𝜋𝑟ଶ∆Ω = 𝜌ஶ𝑣ஶ𝜎 =
ସగಸ

మఘಮమ

௩ಮ
           (6.4) 

Recast  in  typical  astrophysical  units  (Novikov  I.  a.,  1973): 

ௗ൬ಾబ
ಾ⦿

൰

ௗ൬ 
భబభబೝೞ

൰
= 10ିଵଷ ቆ ఘಮ

ଵషమర 
య

ቇ ൬ ெ
ெ⦿

൰
ଶ
ቆ ௩ಮ
ଵೖೞ

ቇ
ିଵ

             (6.5) 
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Gas  accreting  into  a  black  hole,  containing  magnetic  fields,  electrons,  and  ions,  interact  

strongly  which  causes  it  to  obey  fluid-dynamic  laws  as  opposed  to  laws  of  non-interacting  

particles. 

We  use  a  hydrodynamic  description  to  discuss  the  accretion.    The  black  hole  is  at  rest  

with  respect  to  the  gas,  and  in  this  case,  is  a  Schwarzschild  black  hole,  thus  it  is  spherically  

symmetric.    The  gravitational  field  at  distances  greater  than  the  black  hole’s  radius  governs  the  

basic  characteristics  of  the  flow,  including  the  accretion  rate.     

 

The  flow  at  small  distances  is  supersonic  and  is  causally  detached  from  the  flow  

conditions  at  large  distances.    The  mass  flow  and  other  quantities  at  large  distances  can  be  treated  

using  the  Newtonian  treatment.    The  motion  of  the  gas  is  assumed  to  be  adiabatic.    Deviations  

from  adiabatic  flow  (due  to  radiative  losses  and  transport)  can  be  compensated  by  modifying  the  

adiabatic  index.  The  flow  is  governed  by  two  equations:  conservation  of  rest  mass  and  the  Euler  

equation. 

𝑀̇ = 4𝜋𝑟ଶ𝜌𝑢          (6.6) 

𝑢 ௗ௨
ௗ
= − ଵ

ఘ
ௗఘ
ௗ
− ீெ

మ
                 (6.7) 

where  𝑀̇   is  the  total  rate  of  accretion  of  rest  mass,  u  is  the  radial  velocity,  and  M  is  the  mass  of  

the  black  hole.    Pressure  and  density  is  assumed  to  follow  adiabatic  law:      𝑃 = 𝐾𝜌ఊ                           

(6.8) 

and  speed  of  sound: 

𝑎௦ = ටఊ
ఘ

                     (6.9) 
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In  order  to  find  the  accretion  Ṁ  and  the  distributions  of  density  and  velocity  (𝜌(𝑟), 𝑢(𝑟))  in  the  

flow,  we  use  the  Bernoulli  equation  in  this  form: 

ଵ
ଶ
𝑢ଶ + ଵ

ఊିଵ
  𝑎௦ଶ −

ீெ

= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 = ଵ

ఊିଵ
𝑎ஶଶ     (6.10) 

(where  as  is  the  speed  of  sound,  not  cs  and  𝑎ஶ  is  the  speed  of  sound  at  infinity).     

The  enthalpy  is  written  as: 

𝑊 = ೞమ

ఊିଵ
                   (6.11) 

 

The  law  of  mass  conservation  is  recast  with  density  written  in  terms  of  the  sound  speed: 

u = బ̇

ସಮ୰మ
ቀୟಮ
ୟ
ቁ

మ
ಋషభ                   (6.12) 

 

The  accretion  rate  𝑀̇   is  unknown  at  this  point  but  once  determined,  the  radial  

distributions  of  density,  sound  speed,  and  velocity  can  be  determined  as  well.     

The  mass  flux  is  determined  by  invoking  the  two  equations  together.    The  Bernoulli  equation  for  

fixed  r  defines  an  ellipse,  and  the  conservation  of  mass  equation  for  each  value  of  r  defines  a  

hyperbola  of  power,  𝑢𝑎
మ

ംషభ  =  constant.        Invoking  both  equations  for  every  value  of  r,  with  two  

unknowns,  u  and  a,  gives  us  two  overlapping  functions  for  u  and  a,  for  each  particular  radius.    

Solving  the  two  equations  finds  the  intersection  point  between  the  ellipse  and  hyperbola  for  each  

radial  value.     

 

In  the  (u,  a)  plane,  the  curve  u(a)  is  found  parametrically  for  the  intersections  of  ellipses  

and  hyperbolae.    Each  pair  either  has  two  intersection  points,  one  point  of  tangency,  or  no  
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intersection.    If  there  is  no  intersection  for  either  curve,  there  is  no  possible  value  of  u(a)  at  that  

radial  value  and  thus  there  is  no  possible  flow.    There  are  only  two  possible  solutions:  both  

curves  intersect  twice  for  all  values  of  r,  corresponding  to  two  families  of  intersection  points,  or  

both  curves  intersect  twice  for  all  values  of  r,  except  for  one:  at  r  =  rs,  one  point  of  tangency;;  the  

sonic  point  where  the  flow  goes  from  subsonic  to  supersonic.     

To  understand  how  the  mass  accretion  rate  is  arrived  at,  we  need  to  explore  the  physical  

context  of  the  equations.    There  exists  a  spherical  inflow  under  the  influence  of  gravity.    The  

flow  starts  off  at  rest  at  infinity  and  starts  falling  inward  at  a  subsonic  speed.    At  some  point  

during  the  free-fall,  there  will  be  a  sonic  transition  where  the  flow  breaks  the  sound  speed  (goes  

from  subsonic  to  supersonic  speeds).   

 

The  conservation  of  mass  and  steady  momentum  equations  leads  us  to  the  sonic  point  or  

the  sonic  radius.    The  accretion  rate  𝑀̇   can  be  calculated  by  calculating  the  flow  velocity  at  the  

sonic  radius  (transition  radius,  or  sonic  point)  rs.    The  Euler  equation  is  recast  in  the  form: 

𝑢 ௗ௨
ௗ
= − మ

ఘ
ௗఘ
ௗ
− ீெ

మ
                     (6.13) 

 

The  conservation  of  mass  equation  is  differentiated  with  respect  to  r  and  taking  ௗ௨
ௗ
    from  Euler's  

equation: 

�̇� = 4𝜋𝑟ଶ𝜌𝑢,        u  being  the  sound  speed    (6.14) 

𝛻 ∗ (𝜌𝑢) = 0 → (4𝜋𝑟ଶ)(𝜌𝑢) = �̇� = constant           (6.15) 

The  steady  momentum  equation  gives  us: 

(𝑢 ∗ 𝛻)𝑢 = − ଵ
ఘ
  𝛻𝑝 − 𝛻𝜓     (6.16) 
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Which  leads  to:    𝑢 ௗ௨
ௗ
=   − ଵ

ఘ
డ
డ
− ீெ

మ
                          (6.17) 

And  the  pressure  gradient  gives  the  following  relation: 

ଵ
ఘ
డ
డ
= ଵ

ఘ
డ
డఘ

డఘ
డ
= 𝑐௦ଶ

ଵ
ఘ
డఘ
డ

     (6.18) 

Returning  to  the  conservation  of  mass  equation, 

     డ
డ
(𝑟ଶ𝜌𝑢) = 0 → 2𝑟𝜌𝑢 + 𝑟ଶ𝑢 డఘ

డ
+ 𝑟ଶ𝜌 డ௨

డ
= 0       (6.19) 

− ଵ
ఘ
డఘ
డ
= ଶ


+ ଵ

௨
డ௨
డ

      (6.20) 

This  leads  to: 

𝑢 డ௨
డ
= − ଵ

ఘ
డ
డ
− ீெ

మ
= 𝑐௦ଶ ቀ

ଶ

+ ଵ

௨
డ௨
డ
ቁ − ீெ

మ
                      where      𝑐௦ = 𝑎௦     (6.21) 

ௗఘ
ௗ
ቀ௨

మିమ

ఘ
ቁ = −ீெ

మ
+ ଶ௨మ


     (6.22) 

The  sonic  point  exists  where  a  =  u,  so, 

ଶ௨ೞమ


= ீெ

ೞమ
              →          𝑢௦ଶ = 𝑎௦ଶ =

ீெ
ଶೞ
                                  𝑟௦ =

ீெ
ଶೞమ

   (6.23a,b,c) 

Taking  this  result  with  Bernoulli's  equation,  we  get  the  speed  of  sound  at  rs  in  terms  of  speed  of  

sound  at  infinity: 

𝑎௦ = 𝑢௦ = 𝑎ஶ ቀ
ଶ

ହିଷఊ
ቁ
భ
మ     (6.24) 

The  sonic  radius  is  found  by  using  the  last  two  equations  (6.23c  and  6.24)  together: 

𝑟௦ =
ହିଷఊ
ସ

ீெ
ಮమ

              (6.25) 

The  accretion  rate  can  be  calculated  now  (Novikov  I.  a.,  1973): 

𝑀̇ = 4𝜋𝑢௦𝑟ଶ ቀ
ೞ
ಮ
ቁ

మ
ംషభ 𝜌ஶ     (6.26) 

= ସఊ
య
మఈீమெమఘಮ

ಮయ
= 𝛼𝑟ଶ𝑐𝜌ஶ ቀ

మ

 ಮ்
ቁ
య
మ
               (6.27) 



 137 

 

With  𝛼  a  constant  of  order  unity  depending  on    𝛾;; 

𝛼 = గ

ସఊ
య
మ
  ቀ ଶ
ହିଷఊ

ቁ
ቀభమቁ(ఱషయം)

ംషభ ≈ ቐ
1.5  for  𝛾 = 1
  1.2  for  γ = 1.4
0.3  for  γ = ହ

ଷ

   (6.28) 

 

 

Figure  15.    Alpha  coefficient  versus  adiabatic  index. 

The  alpha  coefficient  is  plotted  versus  value  of  adiabatic  index  𝛾.    It  decreases  with  increasing  

value  of  𝛾. 

Around  a  temperature  of  104  K,  the  gas  will  be  ionized  partially  so  in  compression,  

energy  will  be  diverted  into  ionization  rather  than  heating  the  gas  itself.    The  adiabatic  index  

outside  and  near  the  sonic  point  will  be  below  that  of  ionized  gas  ቀ𝛾 < ହ
ଷ
ቁ  and  𝛾  =  1.4  would  be  

more  realistic  (by  Thorne’s  suggestion,  (Novikov  I.  a.,  1973))  for  use  in  future  equations. 

In  the  isothermal  case,  the  sound  speed  cs  is  constant,  so  the  temperature  determines  rs.    The  

density  at  the  sonic  point  is: 

𝜌௦ =
ெ̇

ସగమೞ
      (6.29) 
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The  Bernoulli  equation  gives  us: 

ଵ
ଶ
𝑢ଶ + 𝑐௦ଶ 𝑙𝑛 𝜌 −

ீெ

= ଵ

ଶ
𝑐௦ଶ + 𝑐௦ଶ 𝑙𝑛 𝜌௦ −

ீெ
ೞ
                                              ீெ

ೞ
= 2𝑐௦ଶ  (6.30a,b) 

𝑢ଶ = 2𝑐௦ଶ ቂ𝑙𝑛
ఘೞ
ఘ
− ଷ

ଶ
ቃ + ଶீெ


     (6.31) 

For  a  given  density  at  infinity,  we  can  find  the  sonic  density  𝜌௦  and  with  a  given  black  

hole  mass  M  and  temperature  T,  we  can  determine  the  accretion  rate.    As  r  approaches  zero,  the  

flow  velocity  approaches  a  particular  value:  𝑢ଶ → ଶீெ

,  which  is  the  free-fall  velocity  for  an  unit  

mass  element,  and  as  r  approaches  infinity,  the  flow  velocity  will  approach  zero,  which  means  

that  𝜌ஶ = 𝜌௦𝑒
ିయమ.                                               (6.32) 

The  radius  of  influence  is  where  the  black  hole's  influence  diminishes  and  the  density  and  

velocity  values  approach  their  values  at  infinity: 

𝑟 =
ଶீெ
ಮమ

= 𝑟 ቀ

ಮ
ቁ
ଶ
= ଶீெ

మ
మೞ
ீெ

ቀ ସ
ହିଷఊ

ቁ              (6.33a) 

= ቀ ଼
ହିଷఊ

ቁ 𝑟௦;     𝑓𝑜𝑟  𝛾 = 1.4,        𝑟 = 10  𝑟௦      (6.33b) 

 

 

Figure  16.    Radius  of  Influence  versus  adiabatic  index. 
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The  radius  of  influence  is  plotted  as  a  function  of  the  adiabatic  index,  𝛾,  in  terms  of  the  sonic  

radius.    The  higher  the  value  of  𝛾,  the  farther  out  the  radius  of  influence  extends  out  from  the  

central  object. 

At  the  radius  of  influence,  the  gas  falls  with  a  velocity  approximately  equal  to  𝑎ஶ  and  the  

density  and  sound  speed  increases  from  that  point  inward.    When  it  passes  the  sonic  point,  the  

gas  is  in  a  near  free  fall;; 

𝑢 = ቀଶீெ

ቁ
భ
మ = 𝑎ஶ ቀ



ቁ
భ
మ   𝑓𝑜𝑟  𝑟 < 𝑟௦     (6.34) 

 

So  the  conservation  of  mass  equation  can  be  written  as;; 

𝜌   =    ெబ̇

ସగమ௨
  =    ఈఊ

య
మ

ସగ
  𝜌ஶ ቀ



ቁ
య
మ   ≅   0.2𝜌ஶ ቀ



ቁ
య
మ       (6.35) 

for  γ = 1.4,        Density  coefficient =    ఈఊ
య
మ

ସగ
   (6.36) 

 

 

Figure  17.    Density  coefficient  versus  adiabatic  index. 
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The  value  of  the  density  coefficient  is  plotted  as  a  function  of  adiabatic  index  𝛾.    At  𝛾  =  1.4,  the  

density  coefficient  is  approximately  equal  to  0.2.    The  value  of  the  density  coefficient  drops  with  

increasing  adiabatic  index  value.    The  adiabatic  index  value  can  give  us  the  distribution  of  the  

density  in  the  disk  when  using  the  conservation  of  mass  equation  (equation  6.6). 

 

With  adiabatic  compression,  the  temperature  rises  as  a  result  (Bondi  H.  ,  1952): 

at  𝑟 < 𝑟௦,      𝑇 = ቆఈఊ
య
మ

ସగ
ቇ
ఊିଵ

𝑇ஶ ቀ


ቁ
య
మ(ఊିଵ) ≅ 0.5  𝑇ஶ ቀ



ቁ
య
మ
(ఊିଵ)

                (6.37) 

Knowing  the  adiabatic  index  at  the  sonic  point  gives  the  temperature  distribution  at  that  radial  

location.  The  accretion  rate  is: 

�̇� = 𝑟ଶ𝑐𝜌ஶ ቀ

ಮ
ቁ
ଷ
                 (6.38) 

≅ ቀ1 × 10ଵଵ 
௦
ቁ ൬ ெ

ெ⦿
൰
ଶ
ቆ ఘಮ
ଵషమర 

య
ቇቆ ಮ

ଵషమర 
య

ቇ ቀ ಮ்
ଵర  

ቁ
ିయమ   (6.39) 

or        
ௗ൬ ಾ

ಾ⦿
൰

ௗ൬ 
భబభబೝೞ

൰
  ≅      (10ିହ) ൬ ெ

ெ⦿
൰
ଶ
ቆ ఘಮ
ଵషమర 

య
ቇ ቆ ಮ

ଵೖೞ
ቇ
ିଷ

   (6.40) 

 

If  in  the  case  of  the  double  QPO  signal,  the  ISCO  and  the  sonic  point  are  coinciding  at  the  same  

radius,  the  QPO  signal,  when  using  the  diskoseismological  model  discussed  in  Chapter  VIII,  

yields  a  value  of  the  adiabatic  index  value,  which  also  can  provide  the  mass  accretion  rate  at  the  

ISCO  as  well.     
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Magnetic  Influence  on  the  Disk 

 

In  this  section,  I  discuss  the  magnetic  influence  on  the  disk  which  is  relevant  in  

discussing  the  rate  of  accretion  in  the  inner  disk.    In  the  disk,  for  temperatures  above  104  K,  the  

magnetic  field  lines  will  be  frozen  into  the  gas  as  it  accretes  towards  the  compact  object  (black  

hole  or  neutron  star).    The  strength  of  the  typical  intergalactic  field  is  generally  about  10-6  G,  and  

its  energy  density  generally  about  ~  ಮ
మ

଼గ
  ~4 × 10ିଵସ ୣ୰ୱ

ୡ୫య.    At  large  radii,  the  field  may  be  of  

small  magnitude  that  its  influence  would  be  negligible.     

The  magnetic  energy  in  a  given  fluid  element  will  scale  as 

𝐸 ∝
మ

଼గ
∗ 𝑟ି

ఱ
మ     (6.41) 

as  the  gas  crosses  the  sonic  point,  the  magnetic  energy  will  increase  as  to  become  competitive  

with  the  thermal  energy  in  the  fluid  element: 

𝐸௧ = 2 ∗ ቀଷ
ଶ
ቁ ்


∗ (mass  of  element) ∝ 𝑟ቀି
య
మቁ(ఊିଵ)          (6.42) 

At  this  point,  the  magnetic  pressure  must  affect  the  flow  and  it  will  deviate  from  the  usual  

hydrodynamic  laws  (Novikov  I.  a.,  1973).     

 

The  scale  of  interest  for  determining  the  accretion  rate  is  the  sonic  radius: 

𝑟௦ =
ହିଷఊ
ସ

ீெ
ಮమ

  ≅ (10ଵଷ𝑐𝑚) ൬ ெ
ெ⦿

൰ ቀ ்
ଵర  

ቁ
ିଵ

    (6.43) 

 

At  the  sonic  radius,             

ఒ(ೞ)
ೞ

~0.7   ൬ ெ
ெ⦿

൰
ିଵ
ቆ ఘಮ
ଵషమర 

య
ቇ
ିଵ

ቀ ಮ்
ଵర  

ቁ
ଷ
    (6.44) 
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The  gas  with  no  other  external  influences  will  not  behave  as  a  fluid  near  and  beyond  that  point.    

The  interstellar  magnetic  field  can  preserve  the  hydrodynamic  approximation  in  that  it  deflects  

protons  away  from  a  direct  path  in  a  distance  of  the  order  of  the  Larmor  radius: 

𝜆 =
௩


≅ (1 × 10଼𝑐𝑚) ቀ 
ଵషలீ

ቁ
ିଵ
ቀ ்
ଵర  

ቁ
భ
మ   (6.45) 

 

This  remains  true  even  as  the  thermal  pressure  of  the  plasma  overwhelms  the  magnetic  

pressure  and  the  field  gets  dragged  along  with  the  spiraling  gas.    The  Larmor  radius  is  small  in  

comparison  to  the  sonic  radius  so  the  hydrodynamic  approximation  is  a  sufficient  description  for  

the  gas. 

 

As  the  gas  nears  the  black  hole,  relativistic  effects  will  modify  the  Newtonian  scheme  of  

accretion.    Starting  with  the  equation  for  free-fall  from  near  rest  for  r  >>  rg;; 

ቀௗ
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 𝑣ଶ = ଶீெ


               (6.46) 

and  using  the  conservation  of  rest  mass  equation, 

4𝜋ඥ−𝑔  𝜌   ቀௗௗఛቁ = 𝑀̇                (6.47) 

 

The  density  of  rest  mass  varies  as: 

𝜌 = ெబ̇

ସగమ
  ቀ 
ଶீெ

ቁ
భ
మ ≅ ቀ6 × 10ିଵଶ 

యቁ ቀ

ಸ
ቁ
ିయమ                                       (6.48a) 

=
.×ଵషవ ೖ

య

ଵ.ସ×ଵయ ೖ
య

ቀ 
ಸ
ቁ
ିయమ = (4.3 × 10ିଵଶ) ൬ ெ

ெ⦿
൰ ቀ 

ಸ
ቁ
ିయమ                          (6.48b) 

The  temperature  approaches  its  Newtonian  form  as  such: 

𝑇 ≅ (10ଵଶ  𝐾) ቀ 
ಸ
ቁ               (6.49) 
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A  rotating  black  hole  will  cause  a  dragging  of  the  inertial  frames  that  will  pull  the  gas  

falling  towards  it  in  orbital  rotation  around  the  black  hole.    Its  angular  velocity  to  an  observer  at  

infinity  will  approach  the  angular  velocity  at  the  horizon  (Novikov  I.  a.,  1973): 

𝛺 → 𝛺ு = 
ಹ
మାమ

= య

ଶீெ
= ቀଵ

ఱ

௦
ቁ ൬ ெ

ெ⦿
൰
ିଵ
        for  𝑎 = 𝑀   (6.50) 

with  a  =  J/M,  where  J  is  the  angular  momentum  per  unit  mass.     

 

The  angular  velocity  scales  as  1/M,  so  frequencies  of  particles  near  the  event  horizon  will  

be  moving  at  the  angular  velocity  near  or  approximately  that  of  the  black  hole  at  its  horizon,  

which  would  be  scaled  to  the  inverse  mass  of  the  black  hole  as  well.    The  brightness  of  the  

accretion  disk  will  be  modulated  with  a  period  as  this  equation  indicates: 

𝑃 = ସగ
ఆ
≥ (10ିସ  𝑠) ൬ ெ

ெ⦿
൰     (6.51) 

due  to  the  addition  of  the  orbital  period  and  the  light  travel  time  between  the  radius  location  of  

one  spot  at  the  start  of  a  period  to  the  new  radius  at  the  end  of  the  period.    I.  D.  Novikov  and  K.  

S.  Thorne  anticipated  the  existence  of  quasi-periodic  oscillations  in  their  1973  publication  

(Novikov  I.  a.,  1973). 

 

 

Accretion  onto  a  Kerr  Black  Hole 

 

At  a  radius  r  larger  than  r  =  ଶீெ
మ

,  the  kinetic  energy  is  larger  than  the  potential  energy  ீெ

    

so  the  gravity  of  the  black  hole  does  not  affect  the  flow  of  the  gas.    At  the  radius  𝑟 = ଶீெ
௨ಮమ

,  the  

gravitational  effect  becomes  significant.    Due  to  the  flow  being  supersonic,  the  gas  will  react  to  
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the  gravity  like  non-interacting  particles--its  pressure  will  have  a  negligible  effect.    Its  enthalpy  is  

negligible  in  comparison  to  its  kinetic  energy.    The  flow  lines  will  be  hyperbolae. 

After  passing  around  the  black  hole,  the  particles'  trajectories  will  intersect,  culminating  in  

collisions.    In  the  gas-dynamic  case,  increasing  pressure  will  interfere  with  the  collisions,  which  

cause  flow  lines  to  stop  intersecting.    A  shock  front  develops  around  the  black  hole  where  outside  

the  shock  front,  the  trajectories  will  be  hyperbolae. 

The  shock  front  is  located  where  the  kinetic  energy  is  equal  to  the  potential  energy  (Novikov  I.  

a.,  1973): 

ℓ𝓁௦ =
ீெ
௨ಮమ

            with      ℓ𝓁ୱ  being  the  characteristic  size  of  shock  front   (6.52) 

Within  the  shock,  the  gas  will  have  most  of  its  sideways  momentum  dissipated  and  its  

forward  momentum  unaffected.    Beyond  the  radius  of  the  shock  front,  the  gas  will  fall  directly  

into  the  black  hole.    The  dividing  line  between  escape  and  capture  is  defined  as  the  impact  

parameter,  bcapture.       

 

The  shock  is  confined  to  the  line  of  the  impact  parameter  and  the  value  of  bcapture  will  correspond  

to  an  orbit  where  the  following  condition  is  met  (Hoyle,  1939): 

ଵ
ଶ
𝑣௫ଶ =

ீெ
௫
  𝑎𝑡  𝑦 = 0                                                                    𝑏௧௨ =

ଶீெ
௨ಮమ

   (6.53a,b) 

The  mass  flux  at  large  radii  is  𝜌ஶ𝑢ஶ,  so  the  accretion  rate  is: 

𝑀̇ = ൫𝜋𝑏௧௨ଶ ൯𝜌ஶ𝑢ஶ = ସగீమெమఘಮ
௨ಮయ

    (6.54) 

 

According  to  Bondi  and  Hoyle,  the  accretion  rate  varies  by  a  factor  of  0.5  to  1.0  through  

careful  calculations  (Bondi  H.  H.,  1944).    With  the  rotating  black  hole,  it  differs  from  the  
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stationary  black  hole  with  the  speed  of  flow  𝑢ஶ  and  a  numerical  coefficient  of  order  unity.    

Where  sound  speed  𝑎ஶ  is  approximately  equal  to  speed  of  flow  u,  a  hybrid  formula  is  invoked  

(Bondi  H.  ,  1952): 

𝑀̇ =
ସగீమெమఘಮ

൫௨ಮమ ାಮమ ൯
య
మ
≅

ቀଵ.ଵ×ଵభభೞቁ൬
ಾ
ಾ⦿

൰
మ
൭ ഐಮ
భబషమర 

య
൱

൭ ೠಮ
భబೖೞ

൱
మ

ା൭ ೌಮ
భబೖೞ

൱
మ



య
మ

    (6.55) 

Isolated  black  holes  have  low  accretion  rates  (~  10ିଵହ ⦿
୷୰
  ),  and  low  luminosities  

ቀ~  10ଷଵ ୣ୰ୱ
ୱ
ቁ  from  their  accretion  disks.    Black  holes  in  binary  systems  have  a  more  steady  mass  

accretion  rate  per  unit  time  from  a  secondary  star,  ejecting  mass  at  rates  of  10ିହ ⦾
୷୰
,  and  as  a  

consequence,  have  definitely  higher  luminosities  (1037  ergs/s).    An  extreme  example  is  a  

supermassive  black  hole  that  are  found  in  the  centers  of  galaxies,  and  due  to  its  high  mass  and  

gas  density  in  its  proximity,  will  accrete  at  a  much  higher  rate.    Its  accretion  rate  will  be  

about  10ିଷ ⦿
୷୰
,  and  its  gas  emitting  a  luminosity  of  1043  ergs/s.    Accreted  mass  will  have  higher  

angular  momentum  in  binary  systems  and  therefore  depend  on  viscous  processes  to  dissipate  the  

angular  momentum  to  veer  away  from  Keplerian  orbits.    In  those  systems,  the  higher  density  of  

gas  helps  provide  these  viscous  processes,  which  also  causes  the  gas  to  heat  up  and  emit  

radiation.    Novikov  and  Zel'dovich  and  Shklovsky  were  among  the  first  ones  to  propose  that  

accretion  onto  black  holes  and  neutron  stars  would  produce  x-rays  (Novikov  I.  Z.,  1966)  

(Shklovsky,  1967). 
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Luminosity  of  an  Accretion  Disk 

 

The  luminosity  also  depends  on  the  accretion  rate.    The  Euler  equation  presents  a  

qualitative  picture  of  the  deposition  of  gas  into  the  disk  and  redistribution  of  angular  momentum  

within  the  disk.    The  majority  of  the  gravitational  energy  is  released  and  the  majority  of  the  

luminosity  is  emitted  from  the  inner  disk  in  contrast  to  the  outer  disk  where  angular  momentum  

is  dissipated.    An  understanding  of  the  disk  structure  helps  to  clarify  the  events  associated  with  

the  phenomenon.     

Viscous  stresses  dissipate  angular  momentum  from  each  gas  element,  enabling  its  path  to  

turn  into  an  inward  spiral  towards  the  compact  object.    The  angular  momentum  is  redistributed  

from  the  inner  parts  to  the  outer  parts  of  the  disk,  its  redistribution  being  mediated  by  the  viscous  

stresses. 

The  shearing  orbital  motion  of  the  inner  disk  gas,  moving  against  the  viscous  stresses,  

heats  up  due  to  frictional  heating.    The  heat  reaches  the  point  where  the  gas  cannot  contain  it  so  

the  heat  is  radiated  away  through  the  broad  sides  of  the  disk. 

The  total  energy  emitted  by  an  unit  mass  of  a  gas  element  moving  through  the  disk  must  equal  

the  gravitational  binding  energy  of  the  unit  mass  at  the  point  it  reaches  the  inner  edge  of  the  disk,  

or  the  ISCO;; 

𝐸ෘௗ ≈
ଵ
ଶ
  ቀெబ
ோబ
ቁ ≈ 10ିସ  for  a  white  dwarf                   (6.56) 

≈ 0.05  for  a  neutron  star 

 

With  a  black  hole,  the  inner  edge  is  the  ISCO  where  the  orbits  remain  Keplerian  up  until  that  

point;; 
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𝐸ෘௗ ≈ 0.057  for  a  Schwarzschild  black  hole 

                                                                  ≈ 0.42  for  a  maximally  rotating  Kerr  black  hole 

 

The  total  luminosity  of  the  disk  is: 

𝐿  ~  10ିସ  �̇�~ ቀ10ଷସ
௦
௦
ቁ ൭ ெ̇బ

భబషవಾ⦿
ೝ

൱   for  a  white  dwarf   (6.57) 

𝐿  ~  0.1  �̇�~ ቀ10ଷ଼
௦
௦
ቁ ൭ ெ̇బ

భబషవಾ⦿
ೝ

൱   for  a  neutron  star  or  black  hole  (6.58) 

where  �̇�  is  the  accretion  rate.    For  a  star  containing  a  magnetic  field,  the  plasma  hits  the  star's  

magnetic  field  with  a  kinetic  energy  equal  to  the  gravitational  binding  energy  𝐸෨ௗ. 

The  black  hole  absorbs  all  of  the  ensuing  radiation  so  the  disk  is  the  only  source  of  emission. 

If  the  total  luminosity  approaches  the  Eddington  limit, 

𝐿ாௗௗ ≅ ቀ10ଷ଼ ௦
௦
ቁ ൬ ெ

ெ⦿
൰.     (6.59) 

 

The  radiation  pressure  will  distort  the  disk  and  disrupt  the  overall  accretion.    For  L  <<  LEdd  =  

Lcrit,  there  exists  an  accretion  rate  of   

  �̇�   ≪      �̇�௧  ~  ቐ
10ିହ ெ⦿

௬
  for  a  white  dwarf

        10ି଼ ெ⦿
௬
  for  a  black  hole  or  neutron  star

  , 

        

In  the  compact  object's  inertial  frame  and  neglecting  tidal  gravitational  forces  of  a  secondary  star,  

an  accretion  rate  �̇�  is  given.    The  specific  angular  momentum  of  gas  at  radius  r  is: 

𝐿෨ = ቀெ
య
ቁ
భ
మ ∗ 𝑟ଶ = (𝑀𝑟)

భ
మ      with      M  being  the  mass  of  the  compact  object  (6.60) 
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A  gas  element  must  lose  its  angular  momentum  at  the  outer  edge  of  the  disk  to  reach  the  compact  

object  so  the  rate  at  which  its  angular  momentum  is  shed  to  passing  gases  within  the  disk  is: 

𝐽̇ = �̇� × 𝐿෨  (at  the  outer  edge  of  the  disk  r)    (6.61a) 

= �̇�(𝑀𝑟)
భ
మ                          (6.61b) 

 

The  accretion  rate  and  the  outer  edge  of  the  disk  will  correct  itself  until  this  relation  is  

satisfied,  by  any  further  dissipation  by  passing  gas  from  the  outer  regions.     

In  the  inner  regions  of  the  disk,  the  velocities  of  the  gas  are  to  be  determined.    𝜌  is  the  mass  

density,  and  2h  is  the  disk  thickness  (height)  and    ∑ = 2  ℎ  𝜌,                                     (6.62) 

where  ∑    is  the  surface  density  (𝜌/𝑐𝑚ଶ)  at  radius  r.    vr  is  the  radial  velocity  of  the  gas  and  

negative  in  this  case  (vr  <  0).    The  orbital  velocity  vம  and  angular  velocity  Ω  is: 

𝑣థ = 𝑟𝛺 = ቀெ

ቁ
భ
మ      (6.63) 

 

Due  to  viscous  processes,  the  radial  velocity  will  never  surpass  the  orbital  velocity  (vr  <  

vϕ).      The  viscous  stress  (orthonormal  to  radius  r)  is: 

𝑡థ = −2𝜂𝜎థ                   (6.64) 

𝜎థ = −ଷ
ସ
𝛺 = −ଷ

ସ
ቀெ
య
ቁ
భ
మ     (6.65) 

where  𝜂  is  the    coefficient  of  dynamic  viscosity.    The  stress  is  related  to  the  shear  of  the  circular  

Keplerian  orbits.      Four  conservation  laws  define  the  steady-state  accretion  disk  structure,  and,  

all  depend  on  the  accretion  rate,  which  will  be  discussed  now. 
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Conservation  of  rest-mass 

 

Mass  flows  through  a  cylinder  of  radius  r  at  a  rate  equal  to  the  accretion  rate: 

�̇� = −2𝜋𝑟∑𝑣         (6.66) 

 

 

Angular  momentum  conservation 

 

Angular  momentum  is  carried  inward  across  radius  r  by  infalling  gas  at  a  rate  equal  to  the  

rate  viscous  stresses  transfer  angular  momentum  out  through  same  radius  r,  plus  the  rate    𝐽̇,  

being  the  amount  of  angular  momentum  deposited  into  the  compact  object: 

�̇�(𝑀𝑟)
భ
మ = 2𝜋𝑟 ∗ 2ℎ ∗ 𝑡థ + 𝐽̇          (6.67) 

 

The  angular  momentum  Lc  deposited  into  the  compact  object  cannot  exceed  the  Keplerian  

angular  momentum  at  the  inner  edge  of  the  disk,  rI,  so: 

𝐽̇ = 𝛽�̇�(𝑀𝑟ூ)
భ
మ    𝑓𝑜𝑟  𝑠𝑜𝑚𝑒  |𝛽| ≪ 1                                         (6.68) 

Solving  for  stress  and  disk  thickness  (height): 

2ℎ𝑡థ =
ெ̇బ
ଶగమ

  ቂ(𝑀𝑟)
భ
మ − 𝛽(𝑀𝑟ூ)

భ
మቃ       (6.69) 

≅
�̇�(𝑀𝑟)

ଵ
ଶ

2𝜋𝑟ଶ             for  𝑟 ≫ 𝑟ூ 

The  viscous  stress  product  is  determined  by  the  accretion  rate  and  mass  of  the  compact  object.    If  

the  viscous  stress  product  is  smaller  than  the  equation  above,  the  viscous  stresses  will  not  

redistribute  the  mass  flow  fast  enough,  and  the  mass  will  accumulate  in  the  region  and  inflate  the  
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disk  height  and  increase  the  viscous  stresses  in  the  region  (Thorne,  1973). 

 

 

Energy  conservation 

 

Energy  conservation  is  also  dependent  on  the  accretion  rate.    Heat  is  produced  via  viscosity  at  a  

rate  per  unit  volume: 

𝜖 = 2𝜂𝜎ଶ = 4𝜂൫𝜎థ൯
ଶ = −2𝑡థ𝜎థ    (6.70) 

 

The  heat  generated  per  unit  area  as  a  result  is: 

2ℎ𝜖 = ൫2ℎ𝑡థ൯൫−2𝜎థ൯ =
ଷெ̇
ସగమ

ெ

ቈ1 − 𝛽 ቀ


ቁ
భ
మ    (6.71) 

and  the  heat  generated  between  the  radii  r1  and  r2: 

∫ 2ℎ𝜖  2𝜋𝑟  𝑑𝑟  మ
భ

= ଷ
ଶ
  �̇� ቈ

ெ
భ
ቆ1 − ଶ

ଷ
𝛽 ቀ


ቁ
భ
మቇ − ெ

మ
ቆ1 − ଶ

ଷ
𝛽 ቀ


ቁ
భ
మቇ  (6.72) 

≅
3
2 �̇� ൬

𝑀
𝑟ଵ
−
𝑀
𝑟ଶ
൰        𝑟ଶ ≫ 𝑟ଵ ≫ 𝑟ூ 

Half  of  the  gravitational  potential  energy  goes  into  heating  and  the  remainder  due  to  the  virial  

theorem,  goes  into  the  orbital  kinetic  energy.    The  rate  of  conversion  of  gravitational  energy  into  

heat  is: 

𝐸 = ଵ
ଶ
�̇� ቀ

ெ
భ
− ெ

మ
ቁ      (6.73) 

 

The  viscous  stresses  transfer  the  angular  momentum  and  energy  outward  at  radius  r.    The  energy  

transfer  rate  through  radius  r  is: 
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�̇� = 𝛺𝐽̇ = 𝛺൫2𝜋𝑟 ∗ 2ℎ ∗ 𝑡థ𝑟൯ = �̇� ቈ
ெ

ቆ1 − ଶ

ଷ
𝛽 ቀ


ቁ
భ
మቇ   (6.74) 

Energy  through  viscosity  between  r1  and  r2  injected  is: 

�̇� ቈ
ெ
భ
ቆ1 − ଶ

ଷ
𝛽 ቀ


ቁ
భ
మቇ − ெ

మ
ቆ1 − ଶ

ଷ
𝛽 ቀ


ቁ
భ
మቇ                                   (6.75) 

The  energy  injection  rate  plus  the  gravitational  potential  deposition  energy  is  equal  to  the  total  

heating  rate.    As  r  >>  rI  (inner  edge  radius),  gravity  accounts  for  one-third  of  the  heating.    The  

remainder  is  redistributed  via  viscous  stresses.     

If  all  the  heat  were  retained  within  the  disk,  the  thermal  energy  would  be  3/2  times  the  

gravitational  potential  energy,  which  is  unrealistically  high.    Thermal  bremsstrahlung  and  

radiative  processes  would  radiate  away  the  heat  before  it  reached  such  heights  and  remove  it  

altogether. 

The  total  flux  from  the  top  and  bottom  sides  of  the  disk  must  equal  the  heating  rate  per  unit  area: 

𝐹 = ଷெ̇బெ
଼గమ  

ቈ1 − 𝛽 ቀ

ቁ
భ
మ     (6.76) 

The  total  power  radiated  is: 

𝐿 = ∫ 2𝐹 ∗ 2𝜋𝑟  𝑑𝑟ஶ


= ቀଷ
ଶ
− 𝛽ቁ �̇�

ெ


    (6.77) 

Gravity  provides  ଵ
ଶ
�̇�

ெ

    and  rotational  energy  provides    (1 − 𝛽)�̇�

ெ

    of  the  total  energy. 

In  terms  of  the  blackbody  radiation  spectrum,  the  surface  temperature  of  the  disk  at  radius  r  is: 

𝑇௦ = ቀସி

ቁ
భ
ర ≅ (3 × 10𝐾)൭ ெ̇బ

ଵషవ
ಾ⦿
ೝ

൱

భ
ర

൬ ெ
ெ⦿

൰
ିభమ
ቀெ

ቁ
య
ర ቈ1 − 𝛽 ቀ


ቁ
భ
మ   (6.78) 

 

Since  most  of  the  radiation  is  emitted  from  the  radius  r  ~  10  M  for  a  black  hole  or  neutron  star,  
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and  the  blackbody  spectrum  peaks  at  ℎ𝜈ெ ≈ (2.44 × 10ିସ  𝑒𝑉) ቀ ೞ்

ቁ.               (6.79) 

 

The  spectrum  of  the  disk  should  peak  at: 

ℎ𝜈ெ ≈ (1  𝑘𝑒𝑉)൭ ெ̇బ

ଵషవ
ಾ⦿
ೝ

൱

భ
ర

൬ ெ
ெ⦿

൰
ିభమ

    (6.80) 

which  indicates  a  disk  can  emit  x-rays  (1  –  10  keV)  for  reasonable  accretion  rates  although  the  x-

ray  spectrum  should  fall  rapidly  for  increasing  energy.    The  electron-scattering  opacity  interferes  

with  the  blackbody  radiation  emission,  and  as  a  result,  the  spectrum  peaks  at  energies  above  the  

expected  values. 

 

   

Thin  Disks,  Slim  Disks  and  ADAFs 

 

For  thin  and  slim  disk  models,  physical  quantities  are  vertically  integrated.    Surface  density  can  

be  defined  as: 

𝛴(𝑟) = ∫ 𝜌(𝑟, 𝑧)𝑑𝑧ு()
ିு()                   (6.95) 

where  z  =  H(r)  is  the  surface  of  the  accretion  disk. 

 

A  set  of  general  relativistic  equations  govern  the  physics  of  thin  disks,  slim  disks  and  

ADAFs.    They  are  the  following  equations: 

 

For  mass  conservation  (Sadowski,  2009): 
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�̇� = −2𝜋𝛴∆
భ
మ



(ଵିమ)
భ
మ
                   (6.96) 

where  V  is  the  gas  radial  velocity  measured  by  an  observer  at  fixed  r,  co-rotating  with  the  fluid  

and 

∆  = 𝑟ଶ − 2𝑀𝑟 − 𝑎ଶ                 (6.97) 

 

For  radial  momentum  conservation: 



(ଵିమ)
భ
మ

ௗ
ௗ
= 𝒜


− ଵ

ఀ
ௗ
ௗ

               (6.98) 

where 

𝒜 = − ெ
య∆Ωೖ

శΩೖ
ష
൫ΩିΩೖ

శ൯൫ΩିΩೖ
ష൯

ଵିΩ෩మோ෨మ
     (6.99) 

and      Ω = ௨ഝ

௨
,  being  the  angular  velocity  with  respect  to  the  stationary  observer,    Ω෩ = Ω −ω,    is  

the  angular  velocity  with  respect  to  the  inertial  observer,    Ω    is  the  Kelperian  velocity,                           

(6.100a,b) 

Ω
± = ±ቀெ

ோయ
ቁ
భ
మ ଵ

ଵ±ቀಾ
ೃయ
ቁ
భ
మ
               (6.101) 

and  𝑅෨ = 

మ∆
భ
మ
,      is  the  radius  of  gyration.                                  (6.102) 

For  angular  momentum  conservation: 

ெ
ଶగ
(𝐿 − 𝐿) =


భ
మ∆

భ
మఊ


  𝛼𝑃     (6.103) 

where    L  =  uϕ,  is  the  specific  angular  momentum,  𝛾  the  Lorentz  factor,    P  =  2Hp,  is  the  vertically  

integrated  pressure,  𝛼  the  standard  alpha  viscosity,  Lin,  the  angular  momentum  at  horizon.         

      (6.104a,b) 
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For  vertical  equilibrium: 


ఀுమ =

మିమ൫ఢమିଵ൯
ଶర

     (6.105) 

with    𝜖 = 𝑢௧,  being  the  conserved  energy  associated  with  time  symmetry. 

For  Energy  conservation: 

−ఈఊమ

య
ௗΩ
ௗ
− ଷଶ

ଷ
ఙ்ర

ఀ
= − ெ̇

ଶగఘ
ଵ

௰యିଵ
ቀௗ
ௗ
− 𝛤ଵ


ఘ
ௗఘ
ௗ
ቁ   (6.106) 

where  T  is  the  temperature  in  the  equatorial  plane.     

Through  algebraic  rearrangement,  the  thin  disk  equations  can  be  reduced  to  two  ordinary  

differential  equations  in  terms  of  two  dependent  variables:     

 

Mach  number:  𝑀 = − 
ೞమ
=   − ఀ


                        angular  momentum:    𝐿 = 𝑢థ                   (6.107a,b) 

ௗ ெ
ௗ  

= ேభ(,ெ,)ௗ  
(,ெ,)ௗ  

= ேమ(,ெ,)
(,ெ,)

          (6.108) 

 

The  numerators  must  vanish  at  the  same  radius  as  the  denominator,  which  it  does  at  the  sonic  

radius  rsonic,  where  the  Mach  number  is  equal  to  unity.    The  equation, 

𝐷(𝑟,𝑀, 𝐿) = 0      (6.109) 

determines  the  location  of  the  sonic  radius.    The  conditions  at  the  sonic  radius  are  satisfied  only  

for  one  value  of  the  angular  momentum  at  the  horizon  (Lin),  which  is  the  eigenvalue  of  the  

system.     

 

For  given  𝛼,  the  sonic  point  relies  on  the  mass  accretion  rate.    With  low  accretion  rates,  

the  transonic  transition  happens  near  the  ISCO  and  this  has  been  determined  for  rates  less  than  

0.4  MEdd.    Around  this  point  a  change  occurs  reflecting  a  phase  transition  from  that  of  the  
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Shakura-Sunyaev  behavior  to  different  slim  disk  behavior.    For  this  accretion  rate  a  double  QPO  

frequency  is  made  possible  due  to  the  vertical  epicyclic  frequency  being  coupled  to  the  radial  

epicyclic  frequency  at  the  same  time.    If  the  accretion  rate  rises  above  this  rate,  the  sonic  point  

shifts  into  the  plunging  region  and  the  vertical  epicyclic  frequency  will  be  decoupled  from  the  

radial  epicyclic  frequency  and  suppressed  due  to  the  turmoil  that  occurs  in  that  region. 

As  the  accretion  rate  increases,  the  sonic  point  shifts  away  from  the  ISCO.    For  low  �̇�,  the  sonic  

point  moves  closer  to  the  horizon.    For  higher  𝛼  (𝛼  >  0.2),  the  sonic  point  moves  further  out  for  

increasing  accretion  rates.     

Four  important  quantities  (temperature  and  mass  density  distribution,  radius  of  influence,  

and  the  accretion  rate)  are  loosely  dependent  on  the  adiabatic  index  of  the  gas  and  determining  

the  value  of  the  index  can  determine  these  quantities  immediately.    That  would  give  us  a  larger  

picture  of  the  accretion  disk  system  in  one  single  move.     
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CHAPTER  VII 

DISKOSEISMOLOGY 

 

I  delve  into  this  topic  to  provide  more  information  and  context  in  the  kinds  of  waves  and  

perturbations  that  occur  in  the  gas  of  accretion  disks.    The  perturbations  can  persist  and  form  in  

specific  patterns  on  the  surface  of  any  stellar  body,  including  an  accretion  disk.    It  also  focuses  

on  the  sources  that  can  power  the  perturbations,  including  pressure  and  gravity.     

Focusing  on  how  gravity  induces  perturbations  in  the  gas  of  accretion  disks  and  how  they  

travel  over  distances  and  pulsate  in  the  body  of  the  disk  reveals  information  about  the  interior  of  

the  accretion  disk.    Pressure  also  becomes  important  in  terms  of  how  any  radially  directed  

motion  can  be  translated  into  a  lateral  (or  vertical)  motion  through  coupled  oscillations.     

We  start  with  focusing  on  the  timescales  of  the  dynamic  processes.     

Three  timescales  are  necessary  when  it  comes  to  non-stationary  processes  within  accretion  disks,  

which  correspond  to  an  instability  for  each: 

tdyn:    dynamical  timescale  for  dynamical  instabilities 

tth:  thermal  timescale  for  thermal  instabilities 

tvis:  viscous  timescale  for  viscous  instabilities 

 

In  the  case  of  thin  accretion  disks,  the  timescales  are  estimated  to  have  the  following  

relationships: 
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tdyn    ~
ଵ
Ω
                                              tth  ~

௧
ఈ
                                          tvis      

௧

ቀಹೝቁ
మ                      (7.1a,b,c) 

and  tdyn  <<  tth  <<  tvis. 

The  Eulerian  perturbations  can  be  used  to  express  any  and  all  physical  quantities  using  a  

function: 

𝛿𝑊   ∝      ఋ
ఘ

      (7.2) 

Due  to  the  stationary  and  axisymmetrical  nature  of  the  accretion  disk,  the  angular  and  time  

dependence  are  factored  out  for 

𝛿𝑊 = 𝑊(𝑟, 𝑧)𝑒(థିఙ௧)       (7.3) 

with  the  eigenfrequency  𝜎(𝑟, 𝑧) = 𝜔 −𝑚Ω,  and  m  being  the  azimuthal  wave  number.             (7.4) 

A  general  assumption  that  the  oscillation  modes  in  the  radial  direction  are  greater  than  in  the  

vertical  direction,  z  =  r  cos(𝜃),  is  usually  used  for  most,  if  not  all,  cases.                  (7.5) 

 

This  creates  two  separable  ordinary  differential  equations  for  the  function's  amplitude  (Perez,  

Relativistic  Diskoseismology.  I.  Analytical  Results  for  "Gravity  Modes",  1997), 

W(r,z)  =  Wr(r)  Wy(r,y):                (7.6) 

ௗమௐೝ
ௗమ

= ଵ
ఠమିఠೝ

మ ቂ
ௗ
ௗ
(𝜔ଶ − 𝜔ଶ)ቃ

ௗௐೝ
ௗ

+ ൫௨൯
మ
ೝೝ

ೞ
(𝜔ଶ − 𝜔ଶ) ቀ1 −

అ෩

௪మ
ቁ𝑊   = 0                 (7.7) 

with  y  =  (z/H)[𝛤(𝛤 − 1)]
భ
మ    being  the  rescaled  vertical  coordinate,  Γ  the  adiabatic  index,  𝑤(r)  the  

ratio  of  epicyclical  frequencies,  g  a  function  of  Γ,  and  Ψ  the  eigenvalue  of  the  WKB  separation  

function. 

(1 − 𝑦ଶ) ቀௗ
మௐ

ௗ௬మ
ቁ − 2𝑔𝑦 ௗௐ

ௗ௬
+ 2𝑔ൣ𝑤ଶ𝑦ଶ + 𝛹෩(1 − 𝑦ଶ)൧𝑊௬ = 0   (7.8) 

The  eigenfunction  wr  varies  rapidly  with  r,  while  the  eigenfunction  wy  varies  slowly.    The  
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boundary  conditions  depend  on  the  capture  zone  and  type  of  mode  involved.     

Oscillations  within  the  thin  accretion  disks  are  expressed  in  terms  of  Ψ(r,𝜃),  including  the  

angular,  vertical,  and  radial  mode  numbers,  involving  the  numbers  of  nodes  in  each  mode,  these  

being  m,  j,  and  n,  respectively. 

A  radial  mode  oscillates  in  the  range  r  >  ri,  (outside  the  inner  radius),  where  this  condition  is  

satisfied: 

(ωଶ − ω୰
ଶ) ቀ1 − ஏ

னమቁ > 0     (7.9) 

Two  points  where  𝑟   =    𝑟±(𝑚, 𝑎, 𝜎  )  are  the  locations  of  the  “Lindblad  resonances”.      They  

signify  boundaries  where  different  modes  can  exist,  as  we  will  see  in  the  next  section.   

 

 

 

Vibration  Modes 

 

Three  modes  exist  within  the  accretion  disks: 

P-modes,  which  are  inertial  acoustic  modes  where  Ψ    <  𝑤2  and  are  trapped  in  two  regions  

where  w2  >  wr
2  within  the  inner  and  outer  radii  of  the  disk.    The  inner  p-modes  exist  in  the  region  

between  the  inner  disk  edge  and  the  radial  epicyclical  frequency  at  ri  <  r  <r_  where  the  gas  

accretes  at  a  rapid  rate.    The  outer  p-modes  exist  in  the  region  r+  <    r  <  ro,.    These  modes  are  

responsible  for  stronger  luminosity  fluctuations,  and  appear  at  frequencies  higher  than  the  radial  

epicyclical  frequency.    Pressure  is  the  driving  force  behind  these  modes. 

G-modes  are  inertial  gravity  modes  where  Ψ  >  wr
2  and  are  trapped  in  the  region  r_  <  r  <  r+  

where  w2  <  wr
2.    G-modes  are  trapped  by  gravity  within  the  cavity  of  the  radial  epicyclical  
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frequency  and  tend  to  be  the  most  prominent  modes.    This  region  also  contains  the  maximum  

temperature  of  the  disk.    In  a  co-rotating  frame,  the  modes  correlate  to  low  frequencies.    Gravity  

is  the  driving  force  behind  these  modes.     

C-modes  are  known  as  corrugation  modes  that  occur  in  the  region  near  the  inner  disk  

edge  where  Ψ  =  𝑤2.    They  are  non-radial  and  precess  at  a  slow  rate  around  the  rotation  axis.    The  

c-modes  are  moderated  by  a  radial  dependence  of  the  vertical  epicyclical  frequency.     

In  the  co-rotating  frame,  the  c-mode  manifests  in  the  highest  frequencies. 

All  the  modes  have  frequencies  that  are  inversely  related  to  the  mass  of  the  central  object.    With  

a  small  viscosity  (𝜈   ∝   𝛼  <<1),  the  modes  grow  on  a  dynamical  timescale,  which  means  the  disk  

will  eventually  become  unstable  as  a  result  and  disperse. 

 

Geometrically  thick  accretion  disks  in  all  cases  permit  axisymmetric  modes  that  

correspond  to  oscillations  of  the  disk  at  radial  and  vertical  epicyclical  frequencies.    Solving  the  

relativistic  Papaloizou-Pringle  equation  yields  modes,  where  m  =  0,  including  p-,  g-,  and  c-

modes  (Abramowicz  M.  B.,  2006).                          

(7.10) 

1

𝑔
ଵ
ଶ
ቈ𝜕 (−𝑔)

ଵ
ଶ𝑔𝑓𝜕𝑊൨ − ൫𝑚ଶ𝑔థథ − 2𝑚𝑤𝑔௧థ + 𝑤ଶ𝑔௧௧൯𝑓𝑊

= −
(𝑢௧)ଶ(𝑤 −𝑚Ω)ଶ

𝑐௦ଶ
𝑓ିଵ𝑊 

 

Which  is  incumbent  on  the  boundary  condition  where  the  Lagrangian  perturbations  in  pressure  at  

the  unperturbed  incident  surface  (f  =  0)  disappears: 

∆𝑝 = 𝛿𝑝 + 𝜉ఈ𝛻ఈ𝑝 = 0     (7.11) 
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the  subscript  zero  relates  to  the  pressure  maximum  ri,  g  is  the  determinant  of  the  metric,  𝜉ఈ    is  

the  Lagrangian  displacement  vector. 

 

There  are  two  equations  in  this  eigenvalue  problem  that  contains  three  frequencies:  radial  

epicyclical  frequency,  𝜔,  vertical  epicyclical  frequency,  𝜔ఏ,  and  the  characteristic  frequency  of  

modes,  𝜅.    A  thick  disk  contains  a  zero  co-rotating  frequency  mode  and  incompressible  modes  

correlating  to  oscillations  of  the  disk  at  the  radial  and  vertical  epicyclical  frequencies  as  well  as  

the  inertial  pressure  and  gravity  waves.     

 

An  eigenfunction  gives  two  modes  with  eigenfrequencies: 

W  =  axy        (x  and  y  both  odd)                                   (7.12) 

and  the  eigenfrequencies: 

𝜎തଶ =
ଵ
ଶ
𝜔ଶ + 𝜔ఏ

ଶ ± ൣ൫𝜔ଶ + 𝜔ఏ
ଶ൯ + 4𝜅ଶ𝜔ఏ

ଶ൧
భ
మ൨   (7.13) 

Where    𝜎തതത =
ఙഇ
Ωబ
. 

 

The  positive  square  root  correlates  to  a  surface  gravity  mode.    The  negative  square  root  

correlates  to  an  incompressible  c-mode,  with  a  poloidal  velocity  field  signifying  a  circulation  

about  the  pressure  maximum.     

Another  eigenfunction  containing  three  arbitrary  constants  yields  two  modes  with  

eigenfrequencies: 

W  =  a  +  bx2  +  cy2                  (x  and  y  both  even)   (7.14) 
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and  the  eigenfrequencies: 

𝜎തതതଶ =
ଵ
ଶ
  ቌ(2𝑛 + 1)(𝜔ଵ

ଶ + 𝜔ଶ
ଶ) − (𝑛 + 1)𝜅ଶ ± ቂ൫(2𝑛 + 1)(𝜔௭ଶ − 𝜔ଶ)ଶ + (𝑛 + 1)𝜅ଶ൯

ଶ +

4(𝜔ଶ − 𝜅ଶ)𝜔ఏ
ଶቃ

భ
మቍ     (7.15) 

The  positive  sign  refers  to  an  acoustic  mode  with  the  velocity  field  of  an  undulating  mode.    The  

negative  sign  refers  to  a  gravity  wave,  with  a  velocity  field  that  appears  like  a  plus-mode. 

 

 

Basic  oscillation  properties 

 

The  oscillations  are  treated  as  small  perturbations  from  a  static  equilibrium  position  and  

rotations  as  well  as  other  perturbation  from  the  spherical  symmetry  structure  can  be  treated  using  

a  perturbation  analysis. 

Linearized  perturbation  equations  describe  the  oscillations  around  a  spherical  equilibrium  

structure.    Modes  rely  on  co-latitude  and  longitude  within  the  reference  system  invoked,  namely  

θ  and  φ,  in  spherical  coordinates  (r,  θ,  φ)  as  using  a  spherical  harmonic  function  Ylm(θ,  φ).     

The  numbers  l,  signify  the  degree  (which  indicates  the  number  of  nodal  surface  lines  and  the  

complexity  of  the  mode),  and  the  azimuthal  order  m,  (number  of  nodes  around  the  equator),  

respectively.    The  modes  are  further  characterized  by  the  radial  order  number,  n,  which  indicates  

the  number  of  nodes  along  the  radial  direction  (Scuflaire,  1974)  (Osaki,  1975)  (Takata,  2005).     
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Properties  of  the  nodes 

 

The  perturbations  dp  and  dρ  (pressure  and  density,  respectively)  are  related  by: 

ௗ

=   𝛤ଵ

ௗఘ
ఘ
;        𝛤ଵ = ቀௗ 

ௗ  ఘ
ቁ                    (7.16) 

which  is  the  derivative  corresponding  to  an  adiabatic  change.    The  frequencies  of  oscillation  can  

be  determined  in  the  adiabatic  approximation,  following  the  motion  (Lagrangian  perturbations).      

Using  the  equation,  it  is  possible  to  derive  precise  frequencies.    Gough  has  derived  an  

approximation  equation  to  find  the  frequency  (Deubner,  1984)  (Gough,  EBK  quantization  of  

stellar  waves.,  1986)  (Gough,  Course  7.  Linear  adiabatic  stellar  pulsation.,  1993): 

 

ௗమఄ
ௗమ

= 𝐾(𝑟)  𝛸      (7.17) 

 

Where   

𝐾(𝑟) = ఠమ

మ
ቂ1   −  ఠೝ

మ

ఠమ   −   
ௌ
మ

ఠమ ቀ1   −  
ேమ

ఠమቁቃ                 (7.18) 

𝛸 = 𝑐௦ଶ  𝜌
భ
మ  𝑑𝑖𝑣  𝑑𝑟     (7.19) 

and  cs  is  the  adiabatic  sound  speed,  and  dr  is  the  displacement  vector.     

 

The  behavior  of  the  mode  is  determined  by  three  characteristic  frequencies: 

     

 Acoustic  (Lamb)  frequency  Sl: 

𝑆ଶ =
(ାଵ)మ

మ
      (7.20) 
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 Buoyancy  (Brunt-Vaisala)  frequency  N: 

𝑁ଶ = 𝑔 ቀଵ
௰భ

ௗ  
ௗ

− ௗ ఘ
ௗ

ቁ     (7.21) 

 Acoustical  cut-off  frequency  wc: 

𝑤ଶ =
మ

ସுమ ቀ1 − 2 ௗு
ௗ
ቁ                                               𝐻 =   − ቀௗ ఘ

ௗ
ቁ    (7.22) 

where  H  is  the  density  scale  height.     

 

With  radiation  pressure  and  degeneracy  neglected,  the  adiabatic  index  for  most  stars  is  given  as: 

𝑐௦ଶ     ≈
ହ
ଷ
ಳ்
ఓಹ

  →   𝛾 = ହ
ଷ
     (7.23) 

with  kB  being  Boltzmann’s  constant,  T  the  temperature,  µ  the  mean  molecular  weight,  and  mµ  the  

atomic  mass  unit.     

The  buoyancy  frequency  is  further  modified: 

𝑁ଶ = 𝑔ଶ ఘ

  ൣ𝛻ௗ −   𝛻 +  𝛻ஜ൧             (7.24) 

𝛻   = ௗ  ்
ௗ  

                              𝛻ௗ = ቀௗ  ்
ௗ  

ቁ
ௗ
                    𝛻ஜ =

ௗ ஜ
ௗ  

                            (7.25a,b,c) 

with  g  being  the  local  gravitational  acceleration. 

In  areas  of  ongoing  nuclear  fusion,  µ  increases  with  depth  and  therefore  pressure  so  ∇ஜ  leads  to  a  

positive  contribution  to  N2.     

 

A  mode  oscillates  as  a  function  of  r  for  K(r)  >  0  and  varies  on  an  exponential  scale  for  

K(r)  <  0.    For  positive  K(r),  the  mode  is  a  propagative  mode,  and  for  negative  K(r),  the  mode  is  

an  evanescent  one.     

Where  the  values  of  K(r)  equals  zero,  those  data  points  are  described  as  turning  points  of  

the  mode  (Schmitz,  1998)  (Gough,  Course  7.  Linear  adiabatic  stellar  pulsation.,  1993).    The  
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mode,  situated  in  a  single  region,  has  a  large  amplitude  that  its  frequency  is  determined  by  the  

region  is  defined  as  a  trapped  mode.     

Near  the  surface,  Sl  <<  w  and  wc  is  the  dominant  factor  in  the  mode  behavior.    Modes  

with  frequencies  below  that  of  wc  decay  exponentially  in  the  atmosphere  and  are  trapped  inside  

the  star  itself.     

In  the  remainder  of  the  star,  wc’s  role  diminishes  and  Sl  and  N  takes  a  re-dominating  role  in  the  

mode  behavior.      For  main  sequence  stars,  N  is  low  throughout  the  star  so  the  default  controlling  

influence  reverts  to  Sl.     

 

The  eigenfunction  oscillates  as  a  function  of  r  near  the  surface  where  w  =  wc  and  a  lower  turning  

point  at  r  =  rt,  where: 

𝜔 = 𝑆(𝑟௧);     𝑜𝑟  
()మ

మ
= ఠమ

(ାଵ)
              (7.26) 

This  is  indicative  of  a  typical  p-mode.    For  lower  temperatures,  rt  is  small  and  the  mode  

extends  through  most  of  the  star,  including  the  core.    The  radial  p-mode  extends  to  the  center  of  

the  star.    At  the  surface,  where  the  radius  is  at  the  lower  turning  point,  rt,  a  total  internal  

reflection  occurs.     

G-modes  are  characterized  by  the  feature  of  w  <  N,  and  the  mode  being  oscillatory  in  that  

region,  especially  for  low  frequency  modes  with  w  <<  Sl  in  most  of  the  star.     

N  may  reach  high  value  around  the  core  of  AGB  stars.    K  can  be  positive  at  high  frequencies  in  

the  outer  regions  where  w  overwhelms  Sl  and  N,  and  the  mode  behaves  as  a  p  mode,  and  in  the  

core  where  w  is  dominated  by  Sl  and  N,  and  the  mode  behaves  as  a  g  mode.     

A  particular  property  of  the  oscillation  modes  is  the  inertia: 
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𝐸 = ∫ |ఋ|మ  ఘ  ௗೇ
ெ  |ఋ|

మ       = ெ
ெ

     (7.27) 

which  defines  the  mode  mass  Mmode,  and  M  being  the  mass  of  the  star,  and  |dr|ph  being  the  norm  

of  photospheric  displacement.     

Modes,  trapped  within  the  star  with  a  large  evanescent  region  between  the  trapping  region  and  

the  surface,  will  have  a  large  value  of  E  (energy).    The  kinetic  energy  of  the  oscillation  is  

indicated  as: 

𝐸 =
ଵ
ଶ
𝑀ௗ  𝑉௦

ଶ = ଵ
ଶ
𝑀  𝐸  𝑉௦

ଶ                   (7.28) 

with  Vrms  being  the  photospheric  rms  velocity.  

 

 

Variations  from  Spherical  Symmetry 

 

With  an  spherically  symmetric  star,  the  properties  of  modes  are  independent  of  the  integer  m.    

Departing  from  spherical  symmetry  causes  m  to  come  into  play,  especially  with  rotation.    This  

would  be  important  in  a  cylindrical  reference  frame.    A  rotating  star  has  an  angular  velocity  Ω(r),  

and  while  depending  on  r,  also  relates  to  m  via  this  equation: 

𝑤 = 𝑤 + 𝑚  𝛽 < 𝛺 >          (7.29) 

where  <Ω>nl  is  the  average  of  Ω  that  rely  on  properties  of  the  eigenfunction  in  the  non-rotating  

reference  system  (Ledoux,  1951)  (Hansen,  1977)  (Gough,  A  new  measure  of  the  solar  rotation,  

1981).    The  constant  βnl  tends  towards  one  for  high  order  acoustic  modes.    For  higher  order  g-

modes  (Wolff,  1974),   

𝛽   ≃ 1 − ଵ
(ାଵ)

         (7.30) 
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In  the  scenario  where  the  axis  of  rotation  points  towards  the  viewer,  only  m  =  0  modes  

are  seen  and  no  rotational  splitting  is  observed.    The  opposite  has  the  viewer  looking  upon  the  

star  on  the  equatorial  plane  and  seeing  only  modes  with  |l-m|  being  even  and  the  rotational  

splitting  the  largest  for  m  =  ±l. 

 

A  particular  dilemma  exists  with  observing  a  rotating  star:  the  difficulty  of  determining  

both  the  rotation  rate  and  the  inclination  of  the  rotation  axis  from  the  splitting  and  the  amplitudes  

of  the  split  modes  (Gizon,  2003).    With  a  rotation  rate  twice  that  of  the  sun,  it’s  possible  to  

determine  both  inclination  and  rotation  rate  but  with  a  rotation  rate  equal  to  that  of  the  sun,  it’s  

significantly  harder  to  determine  inclination  but  not  the  rotation  rate.     

 

For  increasing  speeds,  it  becomes  increasingly  easier  to  determine  latitudinal  variation  of  

rotation.    The  angular  velocity  equation  holds  for  low  rotational  rates  such  those  terms  of  Ω2  and  

higher  can  be  neglected.    In  most  cases,  the  star  rotates  too  fast  for  the  equation  to  hold  true.    

Higher-order  effects  veer  from  the  uniform  splitting  and  tend  towards  yet  more  complex  

frequency  spectra.    Due  to  higher-order  effects,  the  surface  behavior  of  modes  diverges  from  a  

pure  spherical  harmonic.     

 

Rotation  is  not  the  only  factor  that  affects  the  oscillations  in  a  non-spherical  symmetrical  

way.    Other  factors  such  as  magnetic  fields  and  structural  variations  associated  with  stellar  spots  

can  affect  the  frequency  of  oscillations  and  geometry  of  the  pulsations  on  the  surface.     

The  Lorentz  force  produced  by  an  axisymmetric  magnetic  field  and  the  Corolis  force  both  affect  
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the  oscillations  although  only  the  latter  is  aligned  with  the  axis  of  symmetry.      In  contrast  to  

rotation,  an  axisymmetric  magnetic  field  interacts  and  affects  modes  of  the  star  with  the  same  

value  of  m.    Stellar  magnetic  fields  influence  oscillations  in  a  way  not  summarized  easily  by  a  

perturbation  analysis.     

 

In  the  case  that  the  magnetic  field  is  force-free,  the  oscillations  will  be  affected  directly  

through  the  Lorentz  force.    The  Lorentz  force  has  its  greatest  effect  in  the  outer  regions  of  the  

star,  being  comparable  to,  or  greater  than,  the  pressure  forces.    A  magnetic  field  of  any  

magnitude  will  be  able  to  affect  the  modes  and  their  greatest  amplitudes  will  be  in  those  regions,  

such  as  high-frequency  pressure  waves.     

 

The  magnetic  field  influence  has  three  consequences:  the  frequencies  are  offset  from  their  

non-magnetic  values,  and  the  oscillations  on  the  surface  are  no  longer  summarily  described  by  

the  spherical  harmonic  function  Ylm,  but  instead  a  sum  of  spherical  harmonics  with  varying  

degrees  of  l.    The  coupling  of  the  oscillations  with  the  magnetic  field  in  the  outer  layers  incur  

shifting  waves  that  drain  away  part  of  the  pulsation  energy,  which  manifest  in  the  forms  of  slow-

moving  Alfven  waves  that  dissipate  as  they  penetrate  inward  into  the  star  and  acoustic  waves  

travelling  outward  along  magnetic  field  lines  (Saio  H.  ,  2005)  (Saio  H.  G.,  2004)  (Cunha  M.  ,  

2006)  (Cunha  M.  G.,  2000)  (Bigot,  2000)  (Dziembowski  W.  G.,  1996) 
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Oscillations  and  Instabilities  in  rotating  fields 

 

The  Kelvin-Helmholtz  instability  comes  in  play  when  there  are  two  different  fluids  of  different  

densities.    A  fluid  exists  with  the  following  characteristics: 

𝜌 =
𝜌ଵ;     𝑧 > 0
𝜌ଶ;     𝑧 < 0               (7.31a) 

𝑣 = {�⃗�ଵ  �̂�௫;     𝑧 > 0,     �⃗�ଶ  �̂�௫, 𝑧 < 0}              (7.31b) 

Where  downward  gravity  exists,  then  for  v1  =  v2,  at  the  z  =  0  interface,  a  Rayleigh-Taylor  

instability  exists  if  𝜌ଵ > 𝜌ଶ.        A  shear  (𝑣ଵ ≠ 𝑣ଶ)  also  produces  instability.    Neglecting  gravity, 

Assume  that    𝛿𝑥   ∝    𝑒௫ି௪௧, 𝛿𝑣௬ = 0 = 𝜉  𝑦;                

(7.32) 

 

Focusing  on  incompressible  perturbations  (no  sound  waves)  in  play  here: 

𝛻(𝛿𝑣) = 𝑖𝑘𝛿𝑣௫ + 𝜕௭𝛿𝑣௭ = 0          (7.33) 

 

The  momentum  equation  is: 

𝜕௧𝛿𝑣 + 𝑣𝛻𝛿𝑣 = −ఇ
ఘ

                                    (7.34a) 

−𝑖𝑤  𝛿𝑣௫ + 𝑣௫  𝑖𝑘𝛿𝑣௫ = −𝑖𝑘 ఋ
ఘబ

            (7.34b) 

−𝑖𝑤  𝛿𝑣௭ + 𝑣௭  𝑖𝑘𝛿𝑣௭ = −𝜕௭
ఋ
ఘబ
                (7.34c) 

 

Based  on  the  previous  equations  (7.34a,b,c),  we  obtain:   

  𝛿𝑃 = 𝜌𝛿𝑣௫
(௩బೣି௪)


                     (7.35) 
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Due  to  incompressibility,        𝛿𝑣௫ = ଵ

  𝜕௭𝛿𝑣௭.              (7.36) 

Solving  for  𝛿𝑣௭  gives  us:    𝜕௭ଶ𝛿𝑣௭ = 𝑘ଶ𝛿𝑣௭ →   𝛿𝑣௭ = 𝛿𝑣௭𝑒±௭,            (7.37) 

Since  𝛿𝑣௭  should  revert  to  zero  as  z  approaches  infinity, 

𝛿𝑣௭ = {𝛿𝑣ଵ௭𝑒ି௭, 𝑧 > 0;       𝛿𝑣ଶ௭𝑒௭, 𝑧 < 0}    (7.38) 

The  boundary  conditions  at  z  =  0  are  such: 

𝜉ଵ௭ = 𝛿𝑣ଵ௭ = 𝜉ଶ௭ = 𝛿𝑣ଶ௭                                                       
క
௧
= ∆�⃗�       (7.39a,b) 

𝜕௧𝜉 + (𝑣 ∗ 𝛻)𝜉 = 𝛿�⃗� + (𝜉 ∗ 𝛻)𝑣ሬሬሬሬ⃗           (7.39c) 

−𝑖𝑤𝜉௭ + 𝑣௫𝑖𝑘𝜉௭ = 𝛿𝑣௭                (7.39d) 

Let  𝜉ଵ௭ =    𝜉ଶ௭ =   Ω,  then 

𝑑𝑣ଵଶ = 𝑖(−𝑤 + 𝑘𝑣ଵ)𝑙,                                                𝑑𝑣ଶଶ = 𝑖(−𝑤 + 𝑘𝑣ଶ)𝑙   (7.40a,b) 

Pressure  continuity  at  the  interface  would  be: 𝛿𝑃|z=0+    =𝛿𝑃|z=0-;;             

(7.41) 

Which  leads  to  the  following  equation: 

ቀ𝜔 − 𝑘 ఘభ௩భାఘమ௩మ
ఘభାఘమ

ቁ
ଶ
= −ቀఘభఘమ(௩భି௩మ)

మమ

(ఘభାఘమ)మ
ቁ    (7.42) 

 

The  right-hand  side  is  negative  so  the  modes  are  unstable.    So  the  shear  layers  are  unstable:    this  

is  the  case  of  the  Kelvin-Helmholtz  instability.    Vortices  form  and  break  up  the  shears.    The  

shears  can  be  stabilized  by  stratification,  surface  tension,  or  magnetic  tension.     
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Rayleigh  Criterion  for  Differential  Rotation 

 

There  exists  an  axisymmetric  fluid  in  a  disk  rotating  about  its  axis  with  an  angular  speed  

Ω(r)  where  r  is  the  cylindrical  radius. 

 

At  equilibrium,  the  radial  force  is  zero: 

   0  =  gravity  +  pressure  +  centrifugal  forces;; 

0 = 𝑔 − ଵ
ఘ
ௗ
ௗ
− 𝑟ଶΩ                                  (7.43) 

The  specific  angular  momentum  per  unit  mass  is:       𝑙 = 𝑟ଶΩ,            𝐹௧௨ =
మ

య
                (7.44a,b) 

So  the  combined  forces  can  be  expressed  as: 

𝐹 = 0 = 𝑔 − ଵ
ఘ
ௗ
ௗ
+ మ

య
     (7.45) 

A  ring  expands  from  r  =  r1  to  r  =  r2,  and  viscosity  is  negligible.    Angular  momentum  is  

conserved,  which  means  𝑙 = 𝑙(𝑟ଵ).    At  r  =  r2,  a  radial  force  is  experienced:  the  equilibrium  

condition  for  r2: 

𝐹 = 𝑔(𝑟ଶ) −
ଵ
ఘ
ௗ
ௗ
+ (మ)మ

మ
య      (7.46a) 

= ଵ
మ
య [𝑙(𝑟ଵ)ଶ − 𝑙(𝑟ଶ)ଶ]                                            (7.46b) 

If  |𝑙(𝑟ଵ)| < |𝑙(𝑟ଶ)|,  the  ring  orbits  more  slowly  than  at  equilibrium,  and  falls  back  (inward)  as  a  

result.    The  ring’s  equation  of  motion  is: 

ௗమఋ
ௗ௧మ

= 𝐹 ≈ − ଵ
య

ௗ
ௗ
(𝑙ଶ)𝛿𝑟 = −𝐾ଶ𝛿𝑟    (7.47) 

where  K  is  the  epicyclical  frequency,  which  is  defined  as  the  frequency  of  oscillations  of  

perturbations  from  a  circular  orbit.     
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If  |𝑙(𝑟ଵ)| > |𝑙(𝑟ଶ)|,  the  ring  orbits  more  faster  than  at  equilibrium,  and  moves  out  as  a  result.    

Therefore,  an  instability  exists-  the  instability  condition  is  defined  by  the  following  equation: 

ௗ
ௗ
  [𝑙ଶ] = ௗ

ௗ
[(𝑟ଶΩ)ଶ] = ௗ

ௗ
[𝑟ସΩଶ] = 4𝑟ଷΩଶ   (7.48a) 

= 𝑟ଷ𝐾ଶ < 0    (7.48b) 

This  is  the  definition  of  the  Rayleigh  criterion. 

 

Most  astrophysical  flows  have   ௗ
ௗ
  [𝑙ଶ] > 0  so  they  would  be  assumed  to  be  stable.    Although  it  

turns  out  that  that  may  not  be  the  case  every  time.    Other  factors  come  into  play,  such  as  the  disk  

fluid  being  ionized,  or  magnetized  by  an  innate  magnetic  field  affects  the  instability  criterion. 

 

 

 

 

Magnetorotational  (Balbus-Hawley)  Instability 

 

We  become  concerned  with  the  existence  of  a  magnetorotational  instability  that  gives  rise  to  

turbulence  in  the  plasma.    The  following  equations  describe  the  physical  action  that  occurs. 

 

A  stationary  axisymmetric  circular  flow  with  𝑣ଵሬሬሬሬ⃗ = 𝑣  𝑒థෞ = Ω(𝑟)𝑟  𝑒థෞ,  exists.              (7.49) 

A  magnetic  field  projected  in  the  z  direction,  𝐵ሬ⃗ = 𝐵  𝑒௭ෞ ,  is  present.           (7.50) 
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The  momentum  equation  in  cylindrical  coordinates  is: 

𝑑௧𝑣 + (𝑣 ∗ 𝛻)𝑣 − ൫௩ഝ൯
మ


=   − ଵ

ఘ
ௗ
ௗ
ቀ𝑃 + మ

଼గ
ቁ + ଵ

ସగఘ
(𝐵 ∗ 𝛻)𝐵          (7.51a) 

𝑑௧𝑣థ + (𝑣 ∗ 𝛻)𝑣థ − ௩ഝ௩ೝ


=   − ଵ

ఘ
ௗ
ௗథ
ቀ𝑃 + మ

଼గ
ቁ + ଵ

ସగఘ
(𝐵 ∗ 𝛻)𝐵థ              (7.51b) 

𝑑௧𝑣௭ + (𝑣 ∗ 𝛻)𝑣௭ =   − ଵ
ఘ
ௗ
ௗ௭
ቀ𝑃 + మ

଼గ
ቁ + ଵ

ସగఘ
(𝐵 ∗ 𝛻)𝐵௭               (7.51c) 

 

Axisymmetrical  incompressible  perturbations  (no  acoustic  waves)  exist  (𝛿𝑝 = 𝛿𝑃 = 0)  with                              

ξଶ = dv = 0;                               (7.52) 

𝑑௧𝛿𝑣 − 2Ω𝛿𝑣థ = 𝐵𝑑௭𝛿𝐵    (7.53a) 

𝑑௧𝛿𝑣థ + 𝛿𝑣𝑑(𝑟Ω) + 𝛿𝑣Ω = 𝐵𝑑௭𝛿𝐵థ     (7.53b) 

An  induction  equation  is: 

𝑑௧𝛿𝐵 = −𝛻   × ൫𝛿�⃗� × 𝐵ሬ⃗  + �⃗� × 𝛿𝐵ሬ⃗ ൯                  (7.54a) 

𝑑௧𝛿𝐵 = 𝐵𝑑௭𝛿𝑣                   (7.54b) 

𝑑𝛿𝐵థ = 𝐵𝑑௭𝛿𝑣థ + [𝑑(𝑟Ω) + Ω]𝛿𝐵        (7.54c) 

 

Recasting  in  terms  of  Lagrangian  perturbations  ξ: 

∆�⃗� = క
௧

      (7.55a) 

క
௧
= 𝑑௧𝜉 + (𝑣 ∗ 𝛻)𝜉,                                            ∆�⃗� = 𝛿�⃗� + (𝜉 ∗ 𝛻)𝑣ሬሬሬሬ⃗    (7.56b,c) 

𝛿�⃗� = 𝑑௧𝜉 + (𝑣 ∗ 𝛻)𝜉 − (𝜉 ∗ 𝛻)𝑣ሬሬሬሬ⃗        (7.56d) 

𝛿𝑣 = 𝑑௧𝜉                                                      𝛿𝑣థ = 𝑑௧𝜉థ − 𝑟𝜉𝑑Ω       (7.55e,f) 

This  means  that  𝐵ሬ⃗ = (𝐵 ∗ 𝛻)𝜉 = 𝐵𝑑௭𝜉  .                   (7.56) 
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This  is  the  expression  that  shows  that  the  field  lines  are  frozen  into  the  perturbed  fluid,  which  is  

particularly  relevant  for  the  Blandford-Znajek  mechanism  commented  on  in  Chapter  II. 

 

Assuming  𝜉   ∝ 𝑒(௪௧ା௭);                                        (7.57) 

−𝑤ଶ𝜉 + 2Ω𝑖𝑤𝜉థ = − ቂ ௗ൫Ω
మ൯

ௗ( )
+ (బ)మ

ସగఘ
ቃ 𝜉    (7.58a) 

−𝑤ଶ𝜉థ + 2Ω𝑖𝑤𝜉 = − ቂ(బ)
మ

ସగఘ
ቃ 𝜉థ       (7.58b) 

 

The  dispersion  relation  is  as  follows: 

𝑤ସ − 𝑤ଶ[𝑘ଶ + 2(𝑘 ∗ 𝑣)ଶ] + (𝑘 ∗ 𝑣)ଶ ቂ(𝑘 ∗ 𝑣)ଶ +
ௗ൫Ωమ൯
ௗ( )

ቃ = 0   (7.59) 

 

An  instability  exists  when  the  following  condition  is  met: 

(𝑘 ∗ 𝑣)ଶ =
(బ)మ

ସగఘ
< − ௗ൫Ωమ൯

ௗ( )
          (7.60) 

Which  will  be  satisfied  for  some  k,  when       ௗ൫Ω
మ൯

ௗ( )
< 0,        𝑜𝑟     ௗ|Ω|

ௗ
< 0,  which  is  the  case  for  any  

astrophysical  fluid  disk.    The  fastest  growing  mode  has  a  wavelength  𝜆ெோூ  ~
௩ಲ
Ω
  and  growth  rate  

𝜏ெோூ  ~
ଵ
Ω
.                   (7.61a,b)      (7.62a,b) 

 

The  evolution  equations  are  similar  to  the  equation  of  motion  for  the  separation  of  point  

masses,  orbiting  a  gravitational  mass,  connected  by  a  spring.    That  spring-like  tension  is  

provided  by  the  magnetic  tension.    The  compression  of  the  string  exerts  a  torque  on  both  

connected  particles  and  transfers  angular  momentum  from  the  inner  element  to  the  outer  element.    

The  inner  element  falls  further  in  and  the  outer  element  moves  out.    ξ  grows  and  the  instability  
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comes  into  effect.    For  a  α-disk,  numerical  simulations  show  that  α  ~  0.1  can  be  achieved  from  

MRI-induced  turbulences,  provided  a  non-negligible  magnetic  flux  is  present  in  the  disk. 

 

For  a  rotating  disk  with  self-gravity,  it  would  have  to  be  a  thin  disk  in  equilibrium: 

𝜌 = 𝛴(𝑟)𝛿(𝑧)        (7.62) 

 

The  vertically  integrated  pressure  is  as  follows: 

𝑃(𝑟) = ∫ 𝑐௦ଶ𝜌𝑑𝑧
ஶ
ିஶ                  (7.63) 

The  velocity  is  �⃗� = 𝑟Ω  �̂�ఏ,      and  the  gravitational  field  is:             (7.64) 

∇ଶ𝜙 =     4𝜋𝐺𝜌 = 4𝜋𝐺[𝛴𝛿(𝑟) + 𝑀𝛿(𝑟)]    (7.65) 

With  M  being  a  central  point  mass  and  gravity  from  the  disk  is  non-negligible. 

 

A  perturbation  is  provoked  into  existence,  and  the  perturbed  quantity  𝛿𝑋  is  inputted  into  an  

amplitude  and  phase: 

𝛿𝑋 = 𝐴𝑒ఏ = 𝐴(cos(𝜃) + 𝑖 sin(𝜃));                  (7.66) 

Assume  𝜃 = 𝜔𝑡 − 𝑚𝜙 + 𝜃(𝑟);    a  small  perturbation  manifests  as:            (7.67) 

𝜆௧  ~  
ଵ

ቚഇೝቚ
≪ 𝑟     (7.68) 

And  invoking  a  WKB  approximation: 

The  amplitude  A  approximately  constant  over  the  range  of  𝜆௧,  ቚ
ௗఏ
ௗ
ቚ = 𝑘   ≈  constant  over  

𝜆௧. 

The  maximum  of  𝛿𝑋  occurs  at  peak  phases  where   

𝜔𝑡 −𝑚𝜙 + 𝜃(𝑟) = 2𝜋𝑛        (n  an  integer)          (7.69) 
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Each  n  is  a  spiral  arm  pattern  signified  by  φ  =  ఏ()

,    and  the  next  (n+1)  spiral  arm  is  the  same,  but  

rotated  by  ଶగ

  radians.    There  are  then  m  equidistant  spiral  arms  in  the  perturbation.    The  spiral  

arms  rotate  at  a  speed: 

Ω = ቀௗథ
ௗ௧
ቁ
ఏ,

= ఠ


             (7.70) 

Ωp  is  a  constant  even  though  the  speed  at  which  the  material  flows,  Ω,  is  variable  and  decreases  

as  a  function  of  r.     

Ω < Ω    (for  low  𝑟)                                                        Ω > Ω      (for  high  𝑟) 

 

At  a  point,  Ωp  will  equal  Ω  and  this  location  is  defined  as  the  co-rotation  radius  (rCR). 

Ω = Ω(𝑟ோ)      (7.71) 

To  find  how  tightly  the  spiral  arms  curve,  we  need  to  compute  ௗ
ௗథ
  on  the  perturbation  peak,  with  

fixed  t:                            𝑚  𝑑𝜙 = ௗథ
ௗ
  𝑑𝑟 = 𝑘  𝑑𝑟;                                     (7.72) 

ቀௗథ
ௗ
ቁ


= 


             (7.73) 

The  WKB  approximation  has  k*r  >>  1  so 

ቀௗ(୪୬ )
ௗథ

ቁ


= 

≪ 1     (7.74) 

 

The  WKB  approximation  is  a  tight  winding  approximation  as  well.    Finding  the  

gravitational  potential  perturbation,  𝛿𝜙,  caused  by  the  density  perturbation,  𝛿𝜌: 

The  Poisson  equation  is: 

∇ଶ𝜙 = 4𝜋𝐺  𝛿𝜌     (7.75) 

The  perturbations  are  approximate  to  𝑒  and  m/(kr)  <<  1,  so  the  azimuthal  derivatives  can  be  
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neglected.     

∇ଶ𝛿𝜙 = −𝑘ଶ𝛿𝜙 + 𝛿௭ଶ𝛿𝜙 = 4𝜋𝐺𝛿𝛴  𝛿(𝑧)    (7.76) 

 

Away  from  the  equator: 

𝛿𝜙 = ൜𝐴𝑒
ି||௭, 𝑧 > 0

𝐴𝑒||௭, 𝑧 < 0
     (7.77) 

 

Integrating  over  the  limit  z  =  0  -  𝜖  to  z  =  0  +  𝜖, 

ቀௗఋథ
ௗ௭
ቁ
ିఢ

ାఢ
= 𝐴𝜋𝐺𝛿𝛴 = 𝐴(−2|𝑘|)     (7.78) 

Solving  for  A,      𝛿𝜙 =  − ଶగீఋఀ
||

    on  the  equator.              (7.79) 

This  can  be  inserted  into  the  perturbation  wave  equations  and  give  us  a  dispersion  relation: 

(𝑤 −𝑚Ω)ଶ = 𝐾ଶ + 𝑘ଶ𝑐௦ଶ − 2𝜋𝐺|𝑘|𝛴 = 𝑤௦ଶ             (7.80) 

K2  is  the  shear  term,  and  being  positive,  serves  as  a  stabilizing  influence,  and  dominates  at  low  k. 

k2  cs2  is  the  pressure  (or  acoustic)  term  and  also  acts  as  a  stabilizer.    Pressure  dominates  at  high  k  

(or  small  scales). 

The  term  −2𝜋𝐺|𝑘|𝛴  is  the  self-gravity  term  and  is  negative  and  serves  to  destabilize  the  overall  

action.    The  length  scale  at  which  shear  and  gravity  are  comparable  is  the  Toomre  wave  number  

scale: 

𝐾் =
మ

ଶగீఀ
      (7.81) 

 

For  axisymmetrical  perturbations  (m  =  0),  there  are  unstable  local  modes  if  𝑄 = ೞ
గீఀ

< 1.      (7.82) 

Q  is  the  Toomre  stability  parameter.    With  non-axisymmetrical  waves,  𝜈 = (ఠିΩ)


.         (7.83) 
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The  dispersion  relation  is  now: 

||


= ଶ
ொమ
ቀ1 ± [1 + 𝑄ଶ(1 − 𝑣ଶ)]

భ
మቁ     (7.84) 

 

With  the  plus  solution,  the  short  waves  are  pressure  dominated.    With  the  minus  solution,  the  

long  waves  are  shear-dominated.    The  wave  number  k  for  long  waves  go  to  zero  at  the  Lindblad  

resonances: 

𝜈ଶ = 1 → Ω = Ω(𝑟ோ) ±
ଵ

𝐾(𝑟ோ)     (7.85) 

Long  waves  can  only  propagate  in  the  spaces  between  the  two  Lindblad  resonances.    At  the  

resonances,  the  long  waves  are  able  to  couple  to  the  large-scale  perturbations. 

 

 

Global  Instabilities 

 

Solving  the  dispersion  relation,  two  modes  come  into  play: 

Ωା =
ఠశ

= Ω + 𝜔௦                                        Ωି =

ఠష

= Ω − 𝜔௦   (7.86a,b) 

where  ఠ

  sets  the  pattern  speed.    Two  waves  coexist  with  each  other,  with  one  moving  with  the  

flow  (co-rotating),  and  one  moving  against  it  (counter-rotating).    There  is  a  co-rotation  point  (rc)  

at  which  Ω(rc)  =  Ωp.    For  a  given  m,  there  are  two  modes,  (co-rotating  and  counter-rotating)  with  

a  distant  co-rotation  radius  for  each. 
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Non-radial  Stellar  Pulsation 

 

There  is  a  non-radial  motion  in  which  some  areas  of  the  surface  expand  while  others  

contract.    They  manifest  in  angular  patterns  for  different  non-radial  modes.    Scalar  quantities  like  

𝛿p  (pressure)  follow  the  same  pattern,  varying  from  positive  to  negative  from  area  to  area.    These  

patterns  are  described  by  two  integers:    l  and  m. 

There  are  l  local  circles  (where  𝛿r  =  0)  with  |m|  of  these  circles  passing  through  the  poles  of  the  

star  and  the  rest  parallel  to  the  equator  of  the  body.    If  l  =  m  =  0,  the  pulsation  is  purely  radial.   

   

The  patterns  for  non-zero  m  correspond  to  travelling  waves  that  move  across  the  star  

parallel  to  its  equator  (latitude-wise).    The  time  of  the  waves  completing  a  full  trip  around  the  

star  is  m  times  the  star’s  pulsation  period  (𝜏 = 2𝜋/𝜔). 

Radial  oscillations  are  attributed  to  standing  waves  in  the  stellar  interior.    For  non-radial  

oscillations,  the  sound  waves  can  move  horizontally  as  well  as  radially  to  create  waves  that  travel  

around  the  star.     

Since  pressure  provides  the  impelling  force,  the  non-radial  oscillations  are  called  p-

modes.    A  p-mode  description  requires  a  specified  radial  and  angular  node.     

The  f-mode  is  the  non-radial  analog  of  the  fundamental  radial  mode  (f  refers  to  fundamental).    

The  horizontal  wavelength  is  given  by  the  expression 

𝜆 =
ଶగ

ඥ(ାଵ)
      (7.87) 

Where  r  is  the  distance  from  the  center  of  the  star. 

 

For  non-adiabatic  oscillations,  the  time-dependence  of  the  pulsation  is  usually  the  real  part  of  
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𝑒ఙ௧  where  𝜎  is  the  complex  frequency, 

𝜎 = 𝜔 + 𝑖𝐾      (7.88) 

Where  𝜔  is  the  usual  pulsation  frequency  and  K  is  a  stability  coefficient.     

 

The  pulsation  amplitude  is  proportional  to  𝑒௧  and  1/K  is  the  characteristic  time  of  

growth  or  decay  for  the  oscillations.     

The  patterns  correspond  to  the  real  parts  of  the  spherical  harmonic  functions  𝑌 (𝜃, 𝜙)  where  l  is  

a  non-negative  integer  and  m  is  any  integer  between  –l  and  l.     

 

The  acoustic  frequency  can  be  written  as: 

𝑆 =
ଶగ

௧  ௧  ௧௩  ఒ
= 2𝜋  ௩ೞ

మഏೝ
ඥ(శభ)

൩    (7.89a) 

= ටఊ
ఘ
∗ ඥ(ାଵ)


                       (7.89b) 

where  vs  is  the  adiabatic  speed  of  sound. 

 

For  no  rotation,  the  pulsation  period  depends  only  on  the  number  of  radial  modes  and  the  

value  of  l  (independent  of  m). 

For  rotation,  the  amount  by  which  the  pulsation  frequencies  are  split  depends  on  the  angular  

rotation  frequency  of  the  star  with  the  rotationally  produced  shift  in  frequency  proportional  to  the  

product  m*Ω. 

 

The  pulsation  frequencies  for  modes  of  varying  values  of  m  become  separated  or  split  as  

the  waves  move  with  or  against  the  rotation.    As  pressure  provides  the  impelling  force  for  the  
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compression  and  expansion  of  the  p-mode  sound  waves,  gravity  is  the  source  of  the  restoring  

force  for  the  non-radial  oscillations  called  g-modes.    (The  prefixes  preceding  the  modes  indicate  

the  force  in  play:  g-  for  gravity  and  p-  for  pressure.) 

 

 

Oscillation  motion  for  g-modes 

 

A  small  bubble  of  stellar  material  is  displaced  from  its  equilibrium  position  by  a  distance  

𝛿r.    The  motion  is  slow  enough  such  that  the  pressure  within  the  bubble,  P(b),  is  equal  to  the  

pressure  of  the  surrounding  matter,  P(s).    And  the  motion  also  has  to  be  fast  enough  that  no  heat  is  

exchanged  between  the  bubble  and  its  surroundings.     

 

The  expansion  and  compression  of  the  gas  bubble  is  adiabatic.    If  the  density  of  the  

bubble  is  greater  than  that  of  its  surroundings,  the  bubble  will  revert  back  to  its  equilibrium  

position.    The  restoring  force  per  unit  volume  on  the  bubble  is  the  difference  between  the  upward  

buoyant  force  and  the  downward  gravitational  force: 

𝑓௧ = ൫𝜌௦ − 𝜌൯𝑔                                    𝑔 =
ீெ
మ

    (7.90a,b) 

 

Applying  a  Taylor  expansion: 

𝑓௧ = ቂቀ𝜌௦ +
ௗఘೞ

ௗ
𝑑𝑟ቁ − ቀ𝜌 +

ௗఘ್

ௗ
𝑑𝑟ቁቃ ∗ 𝑔   (7.91a) 

= ቀௗఘ
ೞ

ௗ
− ௗఘ್

ௗ
ቁ 𝑔  𝑑𝑟                  ൫𝑠𝑖𝑛𝑐𝑒  𝜌௦ = 𝜌൯             (7.91b) 
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Since  motion  of  the  bubble  is  adiabatic, 

𝑓௧ = ൬ௗఘ
ೞ

ௗ
− ఘ

್

ఊ
್
ௗ್

ௗ
൰ 𝑔  𝑑𝑟                (𝑛𝑜𝑤  𝑏 → 𝑠)   (7.92a) 

𝑓௧ = ቀଵ
ఘ
ௗఘ
ௗ
− ଵ

ఊ
ௗ
ௗ
ቁ 𝜌  𝑔  𝑑𝑟                              (7.92b) 

𝑓௧ = 𝐴 ∗ 𝜌  𝑔  𝑑𝑟                                          𝐴 = ଵ
ఘ
ௗఘ
ௗ
− ଵ

ఊ
ௗ
ௗ
                                      (7.92c,d) 

𝑎 = −𝑁ଶ𝑑𝑟 = 𝐴  𝑔  𝑑𝑟         →           −𝑁ଶ = 𝐴  𝑔      (7.92e,f) 

 

The  buoyancy  frequency  is: 

𝑁 = ඥ−𝐴  𝑔 = ටቀ ଵ
ఊ

ௗ
ௗ
− ଵ

ఘ
ௗఘ
ௗ
ቁ 𝑔     (7.93) 

 

Accounting  for  the  gravitational  acceleration  in  the  disk’s  reference  frame: 

𝑔 = ீெ
మ
cos(𝜃) = ீெ

మ
∗ ௭

    ≈ ீெ௭

ோయ
          (when  𝑧 ≪ 𝑅)   (7.94) 

 

The  gas  within  the  disk  is  supported  against  gravity  by  a  pressure  gradient,  and  the  pressure  

distribution  gives: 

ௗ
ௗ௭
=   −𝑔𝜌                                                 ቀ𝑔 = ீெ

మ
cos(𝜃)ቁ    (7.95a,b) 

 

Based  on  the  assumption  that  the  disk  is  isothermal  in  the  vertical  direction  (z),  the  pressure  

becomes: 

𝑃 =   𝜌  𝑐௦ଶ      (7.96) 

Where  cs  is  the  speed  of  sound  in  the  medium;; 

ௗ
ௗ௭
(𝜌  𝑐௦ଶ) = 𝑐௦ଶ

ௗఘ
ௗ௭
=   − ఘீெ

ோయ
𝑧 =   −Ωଶ 𝜌𝑧            Ω =   ට

ீெ
ோయ

   (7.97a,b) 
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Where  Ω  is  the  angular  velocity  in  the  disk. 

ௗఘ
ఘ
= ିΩ಼

మ

௩ೞమ
𝑧  𝑑𝑧      (7.98) 

ln 𝜌 =   − Ω಼
మ

ଶ௩ೞమ
𝑧ଶ           →               𝜌(𝑧) =   𝜌𝑒

ିΩ
మ಼  
మೡೞమ

௭మ
                     (7.99) 

Where  𝜌  is  the  midplane  density  of  the  disk  at  (𝜃  =  0)  being  the  equatorial  plane. 

The  equation  can  be  rewritten  as: 

𝜌(𝑧) = 𝜌𝑒
ି
Ω಼
మ

మ ;                                                       ℎ = − Ω಼
మ

ଶ௩ೞమ
;   (7.100a,b) 

The  latter  equation  also  gives  h,  the  vertical  scale  height  of  the  disk.    ‘h’  can  be  recast  in  terms  of  

the  orbital  velocity: 

ℎଶ = ଶ௩ೞమ

Ω಼
మ                                                                           𝑣 = 𝑅 ∗ Ω →   Ω =

௩಼
ோ

  (7.101a,b) 

ℎ = ଶ௩ೞమோమ

௩಼
మ           →              

మ

ோమ
= ଶ௩ೞమ

௩಼
మ                                     


ோ
  ≈ ௩ೞ

௩಼
   (7.102) 

 

The  thickness  of  the  disk  as  a  fraction  of  the  radius  is  given  by  the  ratio  of  the  speed  of  sound  (in  

that  medium)  to  the  orbital  velocity.    A  ratio  of  ℎ/𝑅  <<  1  would  get  the  disk  classified  as  

geometrically  thin.    Thin  disks  are  simple  structures  where  radial  pressure  forces  can  be  

neglected;;  gas  velocity  is  same  as  a  particle  orbiting  at  the  same  radius.     

 

For  a  thin  disk,  the  orbital  velocity  of  the  gas  is  Keplerian: 

𝑣 = ටீெ
ோ
  ;      (7.103) 

The  specific  angular  momentum  per  unit  mass  is  expressed  as: 

𝑙 = 𝑅 ∗ 𝑣 =   √𝐺𝑀𝑅;     (7.104) 
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At  large  R,  gas  has  too  much  angular  momentum  to  be  accreted  by  the  black  hole.    It  has  

to  lose  some  of  it  in  order  to  fall  inward  towards  the  black  hole,  within  the  disk,  so  there  must  be  

a  redistribution  of  the  angular  momentum  from  small  R  and  large  R.    A  torque  would  be  

necessary  for  such  angular  momentum  transport.     

 

 

Standing  Wave  Characteristics 

 

We  focus  on  this  because  oscillating  waves  are  ubiquitous  phenomena  in  physical  

systems,  including  accretion  disks.    Those  of  stars  have  been  studied  in  detail  while  accretion  

disks'  have  not  been  studied  as  extensively.    Stellar  oscillations  and  disk  oscillations  have  many  

commonalities  and  some  important  differences.    The  most  particular  difference  is  the  force  

balance.    The  geometry  is  different  for  either  case.    Stars  are  typically  spherical  and  rotation  

serves  as  a  minor  factor  in  their  structure.    Disks  are  set  in  a  cylindrical  reference  frame  and  

rotation  plays  a  larger  factor  in  the  structure. 

A  major  restoring  force  against  small  perturbations  is  the  pressure.    In  the  case  of  disks,  

the  centrifugal  force  due  to  rotation  serves  as  the  major  force  acting  in  opposition  to  the  

gravitational  force  and  serves  as  the  restoring  force  against  small  perturbations  come  from  the  

disk  rotation.    The  rotational  effects  take  two  forms:  the  characteristics  of  oscillation  modes,  and  

the  excitation  mechanisms  of  the  oscillations.    The  rotational  restoring  force  governs  the  

oscillations  and  their  frequencies  are  characterized  by  the  epicyclic  frequency,  κ,  defined  by  the  

following  relation: 



 184 

𝜅ଶ = 2Ω ቀ2Ω + 𝑟 ௗΩ
ௗ
ቁ                  (7.105) 

with  Ω  being  the  angular  frequency  of  the  disk.    The  radial  distribution  of  Ω  determines  the  

behavior  of  small  oscillations.    In  terms  of  the  perturbations,  disks  have  no  defined  outer  

boundary  in  the  radial  direction,  and  the  epicyclic  frequency  changes  over  the  radial  distance  of  

the  disk.    The  oscillations,  to  have  observable  features,  have  to  be  trapped  in  a  specific  region  or  

manifest  global  features  to  take  on  information  from  their  physical  situation. 

 

General  relativity  plays  a  large  part  in  defining  the  oscillations.    Another  factor  in  disk  

rotational  effects  on  the  oscillations  is  the  excitation  mechanism.    For  disk  oscillations,  excitation  

processes  are  important  as  well  as  for  stellar  oscillations.    In  the  disk  case,  these  would  be  the  

viscous  processes  and  they  serve  as  the  exciting  influences  by  delivering  heat  to  the  disk  and  

serves  as  mediator  of  angular  momentum  transport  in  the  radial  direction.    Viscosity  has  two  

effects  on  the  excitation  of  oscillations:  thermal  and  dynamical.    General  Relativity  figures  in  

prominently  for  both  effects.     

 

For  adiabatic  motions  the  equation  of  state  is: 

ௗ
ௗ௧
− 𝛾 

ఘ
ௗఘ
ௗ௧
= 0                                        𝑃 = 𝐾𝜌ఊ    (7.106a,b) 

with  𝛾  being  the  ratio  of  specific  heats. 

 

The  energy  equation  for  adiabatic  perturbations  is: 

𝑖𝜔(𝑝ଵ − 𝑐௦ଶ  𝜌ଵ) = 𝛾𝑝൫𝑢ሬ⃗ ∗ 𝐴൯    (7.107) 

with  cs  being  the  sound  speed,    and  A  as  the  Schwarzschild  discriminant  vector,  defined  as: 
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𝐴 = ln∇𝜌 −
ଵ
ఊ
  ∇ ln 𝜌 = ∇ቌln ఘబ

బ

భ
ം
ቍ                             (7.108) 

 

An  effective  gravitational  acceleration  is  present: 

𝑔 = 𝑔 + 𝑟Ωଶ�̂� = ଵ
ఘబ
  ∇𝑝     (7.109) 

𝑁ଶ = −൫𝑔൯𝐴                                𝑁௭
ଶ = −൫𝑔൯௭𝐴௭   (7.110a,b) 

 

These  are  the  Brunt-Vaisalia  frequencies  of  the  oscillations.    When  N22  >  0,  the  entropy  is  

confined  to  the  vertical  direction  so  the  medium  is  convectively  stable  (Az  <  0).    If  Nz2  <    0,  the  

medium  is  convectively  unstable.    It  applies  for  Nr2.    The  frequency  is  a  measure  of  oscillations  

in  either  direction  and  a  definitive  characteristic  of  the  system.     

 

Starting  with  the  assumption  that  the  disk  is  isothermal: 

𝜌(𝑟, 𝑧) = 𝜌(𝑟)𝑒
ି మ

మಹమ                  (7.111) 

with  H  being  the  half-thickness  of  the  disk,  related  to  (7.111)  via  (7.101a): 

𝑃 = 𝜌  𝑣௦ଶ →   Ωଶ (𝑟)𝐻ଶ(𝑟) = బ
ఘబ

         (7.112) 

 

A  dimensionless  vertical  coordinate  is  invoked: 

𝜂 = ௭
ு()

;     for  separation  of  variables    (7.113) 

 

Two  sets  of  equations  were  derived,  by  Nowak  and  Wagoner,  to  describe  the  oscillations  (Nowak  

M.  W.,  1992): 
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𝑣௦ଶ
ௗ
ௗ
ቀ ଵ
ఠమିమ

ௗభ∗

ௗ
ቁ + ቀ1 − ೞమ

ఠమுమቁ ℎଵ∗ = 0    (7.114) 

with  κ(r)  slowly  varying  function  of  r  to  be  determined  by  solving  the  separated  equations  with  

boundary  conditions. 

డ
ఘబడఎ

ቀ ఘబ
ఠమିேమ

డ
డఎ
ቁ + ଵ

బ

భ
ം

డ
డఎ
ቆ𝑝

భ
మ ு
ఠమିேమ

ቇ𝑔 + 
ఠమ
𝑔 = 0    (7.115) 

Assuming  the  disk  is  convectively  neutral  in  the  vertical  direction,  meaning  Nz2  =  0,  Az  =  0,  and    

𝛾  =  1  (for  vertically  isothermal  disks).    The  latter  equation  reduces  to: 

డమ
ௗఎమ

− 𝜂 ௗ
ௗఎ
+ 𝜅𝑔 = 0            𝐻𝑒𝑟𝑚𝑖𝑡𝑒  𝑒𝑞𝑢𝑎𝑡𝑖𝑜𝑛               (7.116) 

 

A  boundary  condition  on  surface  (η  = ∞)  entails  that  κ  be  set  equal  to  zero  or  a  positive  

integer,  n  (Okazaki,  1987).    g(η)  becomes:          𝑔(𝜂) = 𝐻(𝜂);       𝑛 = 1,2,3……                             (7.117) 

The  n  =  0  mode  is  the  fundamental  mode  in  the  vertical  direction  and  the  n  =  1  mode  is  the  first  

overtone.    Local  perturbations  with  a  radial  wavelength  κr,  is  defined  by  the  earlier  equation  with  

𝛾    =  1  to  a  dispersion  relation  (Okazaki,  1987): 

(𝜔ଶ − 𝜅ଶ)(𝜔ଶ − 𝑛Ωଶ ) = 𝜔ଶ𝑐௦ଶ𝜅ଶ;                (7.118) 

This  dispersion  relation  contains  basic  properties  of  the  disk  oscillations  (Nowak  M.  W.,  

1992)  (Isper,  Low-frequency  modes  and  nonbarotropic  effects  in  pseudo-Newtonian  accretion  

disks,  1994)  (Perez,  Relativistic  Diskoseismology.  1.  Analytical  results  for  gravity  modes.,  1997)  

(Silbergleit,  2001). 
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Classification,  and  Coupling,  of  Radial  and  Vertical  Oscillations 

 

If  n  =  0,  i.e.  the  oscillations  have  no  node  in  the  vertical  direction,  the  dispersion  relation  

becomes: 

𝜔ଶ = 𝜅ଶ + 𝑘ଶ𝑐௦ଶ;               𝜔ଶ = 0;    (7.119a,b) 

The  former  is  the  inertial-acoustic  waves  and  the  latter  is  a  trivial  mode. 

 

A  fluid  element  displaced  in  the  radial  direction  returns  to  its  original  radius  due  to  a  restoring  

force  from  the  rotation  of  the  compact  object.    The  oscillations  from  this  action  are  inertial  

oscillations,  and  their  frequencies  are  the  epicyclic  frequencies,  κ(r). 

For  compressible  fluids,  there  is  an  extra  restoring  force  due  to  a  pressure  variation,  

resulting  in  acoustic  oscillations.    The  two  combine  to  create  inertial-acoustic  waves.    For  the  

long  wavelength  limit  in  the  radial  direction,  kr  =  0. 

In  the  case  that  n  ≠  0,  the  dispersion  relation  becomes: 

𝜔ଶ = 𝜅ଶ;                                  𝜔ଶ = 𝑛Ωଶ ;        (7.120a,b) 

 

The  former  represents  the  inertial  oscillations.    The  latter  represents  an  extra  mode  of  oscillations  

and  is  the  vertical  oscillations  of  the  disk  and  tied  into  the  geometry  of  the  disk  itself. 

 

For  a  perturbation  of  the  disk  plane  in  the  vertical  direction,  a  restoring  force  serves  to  

bring  it  back  to  the  equatorial  plane.    The  restoring  force  is  the  vertical  component  of  the  

gravitational  force, 

ቀீெ
మ
ቁ ቀ௭


ቁ = ቀீெ

య
ቁ 𝑧 = Ωଶ ∗ 𝑧;    (7.121) 
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This  oscillation  correlates  to  the  n  =  1  mode  and  bears  a  similarity  to  surface  gravity  waves  that  

happen  at  the  interface  between  two  distinct  fluids.     

 

If  there  exists  any  nodes  in  the  vertical  direction,  meaning  n  ≥  2,  the  frequencies  of  the  

oscillations  increase  due  to  the  pressure  restoring  force  in  addition  to  the  gravitational  restoring  

force.    Ideally,  kr  =  0,  and  the  horizontal  oscillations  𝜔ଶ = 𝜅ଶ  and  vertical  oscillations  𝜔ଶ = 𝑛Ωଶ   

would  be  separated.    Due  to  the  disk  not  being  homogeneous,  in  the  radial  direction,  the  

oscillations  are  coupled.    Perturbations  in  the  radial  direction  on  the  equatorial  plane  induce  

vertical  motion  due  to  the  radial  inhomogeneity.    Vertical  perturbations  also  induce  radial  motion.    

The  coupling  occurs  through  the  pressure  restoring  force  and  is  stronger  with  a  shorter  radial  

wavelength  and  higher  acoustic  speed. 

 

The  dispersion  relation  gives  two  frequency  possibilities  for  a  given  positive  kr2.    Given  

𝜔ଵ, 𝜔ଶ    with  𝜔ଶ  >  𝜔ଵ  >  0.    Modes  with  𝜔ଶ  are  the  p-modes  and  modes  with    𝜔ଵ  are  the  g-

modes. 

Axisymmetric  wave  modes  (m  =  0)  bear  distinct  characteristics  that  need  to  be  understood.    For  

modes  of  (m  =  0,  n  =  0),  the  dispersion  relation  comes  out  as: 

𝜔ଶ = 𝜅ଶ + 𝑐௦ଶ𝑘ଶ,      where  𝜔 >   𝜅     (7.122) 

taking  𝜔  as  a  positive  value.    This  indicates  the  propagation  region  of  the  wave  is  above  the  

curve  of  κ(r).    If  the  disk  touches  the  central  object  at  a  radius  rb,  and  𝜔  >  κ(rb)  the  waves  can  

approach  near  the  surface  of  the  object  and  are  reflected  backward  by  the  rotational  barrier  of  the  

central  object  when    𝜔  <  𝜅(rb).    In  the  context  of  a  disk  around  a  compact  object  in  a  general-

relativistic  field,  the  radius  or  effective  surface  would  be  at  the  ISCO  as  opposed  to  the  literal  
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surface  of  a  star.     

For  modes  (m  =  0,  n  =1),  the  structure  of  the  propagation  region  changes  to  a  degree.    

Since  𝜅ଶ  <  nΩK
2      (with  n  =  2),  the  propagation  region  is  set  above  and  below  the  curves  of  κ  and  

√2  Ω.    The  below  region  is  the  domain  of  the  g-mode  (κ(r)  curve)  and  the  above  region  is  the  

domain  of  the  p-mode  (√2  Ω  curve).     

 

The  differential  equations  describing  the  disk  oscillations  are  comparable  to  those  

describing  stellar  oscillations,  although  their  dispersion  relations  are  different  (Nowak  M.  W.,  

1992)  (Perez,  Relativistic  Diskoseismology.  1.  Analytical  results  for  gravity  modes.,  1997)  

(Nowak  M.  L.,  1998)  (Hines,  1960). 

The  wave  motions'  characteristics  as  described  by  the  dispersion  relation  are  adjusted  by  

the  influence  of  General  Relativity  when  a  compact  object  is  present.    A  deeper  discussion  is  

made  by  numerous  theorists  (Isper,  Low-frequency  modes  and  nonbarotropic  effects  in  pseudo-

Newtonian  accretion  disks,  1994)  (Isper,  1995)  (Perez,  Relativistic  Diskoseismology.  1.  

Analytical  results  for  gravity  modes.,  1997)  (Silbergleit,  2001). 

 

The  epicyclic  frequencies  are  modified  in  a  general-relativistic  field,  and  vanish  at  rms.    It  

differs  from  the  Newtonian  scheme  in  that  the  radial  distribution  is  not  monotonic  and  increases  

upward  in  the  outer  non-relativistic  region  as  does  ΩK,  but  approaches  a  maximum  at  a  specific  

radius,  then  decreases  from  that  point  to  rms  where  it  disappears.    The  radial  distribution  of  K(r)  

bears  diagnostic  characteristics  in  terms  of  wave  trapping,  particularly  the  g-modes  (Okazaki,  

1987)  (Nowak  M.  W.,  1992)  (Perez,  Relativistic  Diskoseismology.  1.  Analytical  results  for  

gravity  modes.,  1997)  and  the  p-modes  (Kato  S.  F.,  1980). 
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The  radial  distribution  of  κ(r)  in  the  Kerr  metric  is: 

𝜅ଶ = ቀீெ
య
ቁ ቆ1 + 𝑎 ቀெ

య
ቁ
భ
మቇ

ିଶ

ቆ1 − ெ

+ 8𝑎 ቀெ

య
ቁ
భ
మ − ଷమ

మ
ቇ   (7.123) 

and  the  vertical  distribution  of  the  vertical  epicyclic  frequency  Ω⫠  is: 

𝜅ଶ = Ωଶ ቆ1 − 4𝑎 ቀெ
య
ቁ
భ
మ + ଷమ

మ
ቇ    (7.124) 

The  dispersion  relation  is  modified  in  the  general-relativistic  case: 

(𝜔ଶ − 𝜅ଶ)(𝜔ଶ − 𝑛Ω⫠ଶ) = 𝜔ଶ𝑐௦ଶ𝑘ଶ     (7.125) 

 

For  thin  disks,  the  strongest  restoring  force  is  the  rotation  of  the  compact  object.    The  

characteristic  frequency  of  the  restoring  force  is  the  radial  epicyclic  frequency  κ.    The  radial  

distribution  of  κ(r)  gives  details  on  wave  phenomena  including  trapping.    If  trapping  is  absent,  

the  perturbation  wavelength  becomes  short  as  the  wave  propagates  outward.    Short  wavelength  

oscillations  spread  out  through  the  disk  and  do  not  provide  much  information  about  the  disk.    A  

phenomena  that  entails  further  attention  and  provides  information  about  the  physical  

environment,  are  global  oscillations  and  trapped  oscillations.    Two  wave  modes  exist  that  can  

become  global:  (m  =  1)  inertial-acoustic  waves  with  n  =  0,  and  inertial-acoustic  waves  with  n  =  

1.    The  former  is  a  deformation  of  the  disk  plane  while  the  latter  is  a  corrugation  wave  (c-mode). 

 

In  relativistic  disks,  the  epicyclic  frequencies  do  not  come  close  to  the  Keplerian  

frequency,  ΩK.    If  the  rotation  of  the  disk  is  low  (a  <<  1),  low  frequency  oscillations  manifest  in  

the  disk,  these  being  of  the  (m  =  1)  corrugation  waves  variety  with  n  =  1. 
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The  dispersion  relation  is: 

                                                                ((𝜔 − Ω)ଶ − 𝜅ଶ)(𝜔 − Ω)ଶ − Ω⫠ଶ)) = (𝜔 − Ω)2  cs2  kr2      (7.126) 

Due  to  the  fact  that  κ2  <<  Ω2,  the  conditions  from  the  dispersion  relation  change. 

The  difference  between  Ω⫠,  the  vertical  epicyclic  frequency  and  Ω,  the  disk  angular  frequency,  

is  still  valid  if  the  rotation  is  low  (a  <<  1).    If  we  assume 

(𝜔 − Ω)ଶ − Ω⫠ଶ → −2𝜔Ω+ (Ωଶ − Ω⫠ଶ)             (7.127a) 

(𝜔 − Ω)ଶ − 𝜅ଶ → Ωଶ − 𝜅ଶ             (7.127b) 

then  the  dispersion  relation  gives  us: 

𝜔  ~ − ଵ
ଶ
  Ω Ωమ

Ωమିమ
ೝమೞమ

Ωమ
+ ଵ

ଶ
  Ω ΩమିΩ⫠మ

Ωమ
     (7.128) 

given  that    ೝ
మೞమ

Ωమ
≪ 1    and  Ω

మିΩ⫠మ

Ωమ
≪ 1,  the  innermost  region  of  rapid  rotating  disks  will  have  low-

frequency  modes  of  oscillations  with  frequencies  smaller  than    Ω.                        (7.129a,b) 

The  pattern  of  oscillations  slowly  rotates  in  the  opposite  direction  of  the  disk  rotation.    The  

frequency  is  smaller  than  by  the  order  of  (𝑘 ∗ 𝐻)ଶ ≪ 1.                                (7.130) 

 

Focusing  on  trapped  oscillations  in  relativistic  disks,  they  propagate  away  in  the  radial  

direction  and  will  not  grow  to  observable  amplitudes  unless  there  are  reflection  boundaries.    

Standing  oscillations  have  to  be  trapped  in  a  region  to  establish  stable  characteristics  of  a  wave. 

Starting  with  a  fundamental  mode  (n  =  0),  particularly  an  axisymmetric  oscillation  (m  =  0)  and  

𝜔ଶ = 𝜔ଶ,  I  can  get  a  dispersion  relation  of  𝜔ଶ = 𝜅ଶ + 𝑐௦ଶ𝑘ଶ;                  (7.131) 

 

The  region  the  waves  propagate  in  is  defined  by:  𝜔ଶ < 𝜅ଶ,  since  kr2  has  to  be  positive.    

The  wave  propagation  region  is  divided  in  two  areas:    inner  region  (r  <  r1)  and  outer  region  (r  >  

r2),  where  𝜔  <  κmax.    The  region  is  where  the  waves  propagate.    When  𝜔  >  κmax  and  the  
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separation  of  the  two  areas  for  𝜔  <  κmax  is  due  to  general-relativistic  effects. 

 

Waves  moving  inward  from  the  outer  disk  with  frequency  𝜔  <  Kmax  approaches  r2  when  

its  frequency,    𝜔  =  κ,  occurs.    The  wavelength  of  the  wave  approaches  infinity  (kr  =  0)  at  r  =  r2,  

which  means  the  waves  are  reflected  back  outward  at  that  point.    If  𝜔2  >  κmax2,  the  waves  can  

propagate  unhindered  towards  the  inner  edge  of  the  disk,  which  isn't  the  case  for  non-relativistic  

disks  where  all  the  waves  would  be  reflected  back  at  rb  if  𝜔  =  κ2.    There  exists  a  wave  

propagation  region  within  the  inner  region  of  the  disk  for  𝜔  <  κmax,  and  waves  are  trapped  there  

(Kato  S.  F.,  1980).    An  inertial-acoustic  wave  propagates  outward  in  the  region  by  the  inner  edge,  

or  rms.    If  𝜔  <  κmax,  the  wave  reflects  back  at  the  boundary  r  =  r1.    A  wave  propagating  inwards  

towards  the  inner  edge  would  be  partially  reflected  back  at  the  inner  edge  as  outgoing  acoustic  

waves.     

 

Outside  the  sonic  radius,  inward-propagating  inertial-acoustic  waves  are  linearly  coupled  

with  other  perturbation  modes  such  as  outward  propagating  inertial-acoustic  modes,  thermal  and  

viscous  modes.    An  outward  propagating  inertial-acoustic  mode  is  created  and  the  wave  is  

standing  initially,  with  one  end  anchored  near  the  sonic  radius,  and  spreads  outward  after  

attaining  maximum  amplitude.    This  can  be  thought  of  as  an  inversion  of  the  inward  wave  into  an  

outward  wave. 

A  thermal  mode  is  also  reflected  back  at  the  inner  edge  as  an  outward  propagating  

acoustic  wave,  being  linearly  coupled  with  the  other  modes  (Mammoto,  1996).     

Perturbations  are  trapped  between  the  inner  edge  and  a  radius  that  changes  with  parameters.    A  

spectrum  forms  in  the  trapped  oscillations  that  manifest  as  QPOs  with  frequencies  close  to  κmax.    
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This  is  a  standard  feature  of  oscillations  in  the  inner  region  of  thin  relativistic  disks  (Kato  S.  F.,  

1998). 

The  first  overtone  (n  =  1)  of  the  g-modes  also  is  trapped  with  frequencies  of  κmax.    The  

axisymmetric  first  overtone  (m  =  0,  n  =  1)  wave  has  two  modes:  (g-mode)  inertial-gravity  waves,  

𝜔ଶ <  Ωଶ ,  and  (p-mode)  inertial-acoustic  waves,  with  𝜔ଶ >  Ωଶ . 

Focusing  on  the  g-mode  waves,  at  rmax,  where  κ  has  a  maximum  at  the  radius,  and  decreasing  

outward  from  there  in  both  directions,  the  waves  are  trapped  in  a  region  r1  <  r  <  r2,  where  their  

frequencies  𝜔    <  κmax  (Okazaki,  1987)  (Nowak  M.  W.,  1992)  (Perez,  Relativistic  

Diskoseismology.  1.  Analytical  results  for  gravity  modes.,  1997).  The  oscillations  in  that  region  

will  have  frequencies  around  the  value  of  κmax,  in  the  vicinity  of  rmax.     

 

A  notable  feature  of  the  oscillations  is  that  their  frequencies  are  independent  of  any  

changes  in  the  disk  structure  provided  the  disk  is  geometrically  thin.    This  is  due  to  the  fact  Kmax  

is  dependent  only  on  the  mass  of  the  central  object.    Kmax  scales  to  the  inverse  mass  of  the  

compact  object  since  rmax  scales  to  the  mass  of  same  object.     

Calculations  of  the  eigenfrequency  for  the  g-mode  oscillations  were  done  using  the  Kerr  

geometry  (Perez,  Relativistic  Diskoseismology.  1.  Analytical  results  for  gravity  modes.,  1997).     

 

The  oscillation  frequency  f  is  (Nowak  M.  W.,  1997): 

𝑓 = 700   ൬ ெ
ெ⊚

൰
ିଵ
𝐹(𝑎)(1 − 𝜖)  𝐻𝑧              (7.132) 

with  𝜖  as  the  small  correction  factor  pertaining  to  the  disk  thickness  and  the  radial  and  vertical  

mode  numbers.    F(a)  takes  in  the  effects  of  the  rotating  compact  object  with  a  as  a  dimensionless  

spin  parameter  and  F(a)  monotonically  increases  from  F(0)  to  F(0.998).    It  was  suggested  the  
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trapped  oscillations  were  the  source  of  the  67  Hz  QPO  signal  detected  in  GRS  1915+105  

(Nowak  M.  W.,  1997). 

Other  modes  of  oscillations  are  also  trapped  in  the  inner  disk.    One-armed  corrugation  

waves  (n  =  1)  propagate  in  the  region  within  the  inner  disk  specified  by  the  frequency  

combination: 

(𝜔 − Ω)ଶ − Ω⫠ଶ > 0;                                               𝜔 < Ω − Ω⫠;   (7.133a,b) 

when  a  <<  1,    are  very  close  to  each  other.     

 

Silbergleit  discovered  that  one-armed  corrugation  waves  are  trapped  in  the  inner  region  and  the  

region  is  wide  and  the  eigenfrequency  low,  for  low  values  of  a,  and  the  region  is  narrow  and  the  

eigenfrequency  high,  for  high  a.    The  radial  extent  of  the  trapped  region  is  a  decreasing  function  

of  a,  and  the  eigenfrequency  increases  monotonically  for  increasing  a  (Silbergleit,  2001).    The  

eigenfrequency  coincides  with  the  Lense-Thirring  frequency  at  its  outer  trapping  boundary. 

 

The  Lense-Thirring  frequency  is  the  frequency  of  the  vertical  precession  of  a  particle  

around  a  rotating  compact  object.    The  Lense-Thirring  frequency  at  r  is  the  difference  between  

ΩK  and  Ω⫠: 

Ω்(𝑟) = Ω(𝑟) − Ω⫠(𝑟);     (7.134) 

 

The  condition,  𝜔 = Ω − Ω⫠,  implies  the  outer  boundary  of  the  trapped  region  is  the  radius  where  

the  condition  is  satisfied,  and  since  Ω~Ω,  then  becomes: 

𝜔  ~  Ω்      at  the  outer  boundary.                  (7.135) 
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Trapped  Oscillations 

 

The  trapped  oscillations  are  a  result  of  a  non-monotonic  spatial  distribution  of  epicyclic  

frequencies  in  relativistic  disks.    This  would  be  of  particular  interest  to  us,  especially  if  a  

bounded  region  contained  them.    Another  type  of  trapped  oscillations  exists  along  with  the  

epicyclic  frequencies,  including  in  Newtonian  disks.    In  a  Newtonian  disk,  a  type  of  instability  

occurs  where  outbursts  occur  in  a  non-relativistic  disk  and  the  disk  undergo  through  limit-cycle  

oscillations  due  to  the  thermal  instability.    The  instability  creates  a  transition  front  that  separates  

a  hotter  and  cooler  region  from  each  other.     

 

Consider  a  situation  where  an  inner  hotter  disk  touches  an  outer  cooler  disk  at  the  

transition  radius  rtr,  and  an  axisymmetric  p-mode  with  (n  =  0)  in  the  vertical  direction  exists  in  

the  area  r  <  rtr.    The  wave  frequency  is  higher  than  the  epicyclic  frequency  at  rtr.    The  wave  

propagates  outward  in  the  inner  disk  and  is  reflected  back  at  rtr  due  to  an  abrupt  change  in  disk  

thickness  and  a  dearth  of  gas  outside  rtr  except  towards  the  equatorial  plane.    The  reflected  wave  

will  reflect  outward  at  rin  where  the  epicyclic  frequency  is  equal  to  𝜔,  since  the  wave  cannot  

propagate  beyond  that  radius.    Oscillations  with  𝜅(𝑟)~𝜔    will  be  effectively  trapped  in  that  

region  between  rin  and  rtr.    These  trapped  oscillations'  eigenfunctions  were  studied  and  invoked  

as  an  explanation  for  QPOs  detected  in  white  dwarf  accretion  disks  (Yamasaki  T.  K.,  1995).    The  

analysis  showed  these  oscillations  could  be  simulated  by  the  κ  -mechanism  (Yamasaki  T.  K.,  

1996). 

 

Another  type  of  oscillations  is  theorized  to  be  contained  in  the  transition  region  between  
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an  ADAF  (Advection  Dominated  Accretion  Flow)  disk  and  a  Shakura-Sunyaev  Disk  (SSD).    

ADAFs  are  thought  to  explain  the  spectra  of  the  hard  state  of  x-ray  stars.    Accretion  disks  are  

thought  to  be  ADAFs  only  in  the  inner  regions  and  SSDs  for  the  outer  regions,  so  there  must  be  a  

transition  region  between  the  SSD  and  the  ADAF  regions.    There  is  no  single  established  model  

for  this  transition  region. 

 

An  important  characteristic  for  the  transition  region  is  a  super-Keplerian  rotation  

occurring  in  the  region  (Honma,  1996)  (Abramowicz  M.  I.-P.,  1998).    In  the  ADAF  region,  the  

rotation  is  sub-Keplerian,  but  becomes  super-Keplerian  in  the  transition  region  and  the  velocity  

plunges  as  the  velocity  distribution  continues  outward  into  the  SSD  region.    Due  to  a  super-

Keplerian  rotation  reverting  to  a  Keplerian  rotation  in  the  narrow  transition  region,  the  specific  

angular  momentum  also  decreases  sharply  outward  in  this  region.     

 

This  decrease  in  the  specific  angular  momentum  leads  to  the  Rayleigh  instability  if  the  

inhomogeneity  of  the  transition  region  is  negligible.    Other  physical  variables,  such  as  density,  

also  change  sharply,  which  serves  to  counteract  any  Rayleigh  instability  from  occurring.    If  the  

physical  variables'  actions  are  stronger  than  the  Rayleigh  instability,  perturbations  manifest  as  

oscillations  rather  than  growing  motions  and  the  oscillations'  frequencies  would  be  low  if  the  two  

opposing  actions  are  close  in  magnitude  to  each  other  as  to  almost  cancel  each  other  out.    The  

low  frequency  oscillations  will  be  trapped  in  the  transition  region  due  to  a  number  of  reasons.    

The  regions  outside  the  transition  region  contain  physical  quantities  which  distributions  are  not  

sharp,  so  the  propagation  of  the  perturbations  are  moderated  by  the  relation  between  the  

epicyclic  frequency  κ(r)  and  the  wave  frequency  𝜔. 
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Since  the  wave  frequencies  are  smaller  than  κ  in  surrounding  media,  the  waves  cannot  

extend  into  the  surrounding  areas.    So  the  waves  are  trapped  in  the  narrow  transition  region.     

It  has  been  considered  these  waves  would  explain  the  1-15  Hz  QPOs  detected  in  GRS  1915+105  

(Markwardt,  1999).    It  would  be  expected  that  the  trapped  oscillations  would  not  cause  

observable  luminosity  variations,  but  the  transition  region  emits  considerable  radiation  with  the  

whole  luminosity  emitted  from  the  SSD  region  (Honma,  1996)  (Kato  S.  N.,  1998)  (Manmoto,  

2000). 

The  trapped  oscillations'  presence  in  the  transition  layer  between  the  ADAF  and  SSD  

regions  is  based  on  an  assumption  that  the  transition  region  is  a  narrow  region,  which  entails  a  

large  turbulent  conductivity.    This  possibility  stands  as  an  unanswered  question  as  of  yet  

(Abramowicz  M.  G.,  2000). 

 

Viscosity  induces  an  effect  that  leads  to  the  excitation  of  oscillations.    An  increase  of  the  

viscosity  in  the  compressed  phase,  or  decrease  of  the  viscosity  in  the  expanded  phase,  serves  as  

oscillation  amplification.    The  viscous  force  is  usually  invoked  using  the  α-model  of  turbulent  

viscosity.    A  diffusive  viscous  force  does  not  necessarily  happen  in  reality  due  to  the  assumption  

that  turbulence  happens  instantaneously  as  a  physical  response  to  any  change  in  the  

surroundings,  which  would  imply  an  infinite  speed  for  the  response.    Others  have  sought  to  

remedy  this  physical  paradox  (Popham,  1992)  (Narayan  R.  ,  1992)  (Kato  S.  I.,  1994)  

(Papaloizou,  1994).     

This  physical  paradox  can  be  worked  around,  though.     

 

In  considering  the  effects  of  viscous  forces  on  oscillations,  the  time  scale  of  the  
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turbulence  is  of  the  order  of  1/Ω,  so  when  the  frequencies  of  oscillations  are  lower  than  Ω,  the  

invocation  of  a  diffusive  viscous  force  is  appropriate  in  a  description  of  the  viscous  stress  force  

in  steady  disks.    If  the  frequencies  of  oscillations  are  larger  than  Ω,  the  turbulence  cannot  

respond  instantaneously  to  the  change  in  the  medium,  which  means  a  time  lag  in  turbulence  as  a  

response  to  the  oscillations.    Studies  show  that  the  time  lag  in  response  of  turbulence  acts  in  a  

direction  as  to  stabilize  the  oscillations  (Kato  S.  ,  1994)  (Kato  S.  ,  Turbulent  Stress  Tensor  in  

Accretion  Disks  Derived  by  Second-Order  Closure  Modeling,  1994)  (Yamasaki  T.  K.,  1996).    

Much  remains  to  be  discovered  in  this  topic  so  there  isn't  an  established  full  picture  of  this  

phenomenon  of  how  the  turbulent  viscosity  drives  the  oscillations. 

 

The  presence  of  viscosity  creates  large  scale  circulations  as  well  as  accretion  flows  in  an  

unperturbed  state.    In  the  case  of  local  oscillations,  these  effects  only  act  to  change  the  

frequencies  of  the  oscillations  to  a  Doppler-shifted  one  and  do  not  affect  the  growth  rate  (Ortega-

Rodriguez,  2000).    In  ADAF  disks,  thermal  energy  via  viscosity  is  not  radiated  away  but  

transported  inwardly  as  internal  energy.    The  thermal  imbalance,  created  by  a  radiative  loss  

maintained  by  releasing  of  gravitational  energy  by  contraction,  renders  the  stellar  pulsation  

unstable.    The  viscous  processes  are  more  important  in  disk  oscillations  in  contrast  to  stellar  

oscillations  and  serve  to  drive  the  oscillations  in  disks  through  excitation  by  viscous  processes  of  

turbulence.    More  has  to  be  discovered  in  studies  of  turbulence  to  expand  on  their  contribution  to  

oscillatory  processes. 
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CHAPTER  VIII 

RADIAL  PULSATION  (HELIOSEIMSOLOGY) 

 

In  this  chapter  we  focus  on  radial  pulsation  so  we  can  understand  the  phenomenon  of  

oscillatory  motion  in  the  accretion  disk.    Diskoseismology  pertains  to  the  study  of  small  

perturbations  of  the  geometrically  thin,  optically  thick  accretion  disks  around  black  holes.    

Perturbations  can  be  compared  to  travelling  disturbances  in  any  medium,  such  as  sound  waves,  

and  share  such  characteristic  properties.    Helioseismology  is  the  study  of  same,  applied  to  the  

surfaces  of  stars  and  diskoseismology  extends  these  principles  to  the  surfaces  of  the  accretion  

disks  in  the  extreme  vicinity  of  the  compact  object  (black  hole  for  one).    We  use  this  as  a  starting  

point  and  extrapolate  these  features  for  the  disk  at  its  inner  horizon  where  the  QPO  signal  

originates.    We  delved  into  the  equations  that  describe  helioseismology  in  the  first  chapter  and  

now  we  expand  on  the  topic  for  a  cylindrical  reference  frame  and  find  how  the  physical  

conditions  change  for  that  setting. 

 

 

Helioseismology  in  a  Cylindrical  Reference  Frame 

 

Modifying  the  helioseismological  approach  to  the  disk  scenario  entails  utilizing  a  

cylindrical  reference  frame  rather  than  a  spherical  one.    Starting  with  the  cylindrical  coordinate, 
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𝑟 = √𝑅ଶ + 𝑧ଶ;     (8.1) 

R  is  the  radial  coordinate  confined  to  the  x-y  plane  in  the  Cartesian  reference  frame  while  

z  is  the  vertical  displacement  from  the  equatorial  plane. 

Taking  the  derivative  of  r  to  find  the  velocity,  then  again  to  find  the  acceleration  in  terms  of  R  

and  z: 
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The  acceleration  equation  contains  the  individual  acceleration  terms  for  R  and  z,  as  well  

as  the  corresponding  centrifugal  forces  in  both  the  R  and  z  directions. 

Given  that  vR  is  projected  in  the  R  direction  only  and  vz  in  the  z  direction  only  as  well,  the  

centrifugal  force  components  of  the  equation  (8.3)  reduce  to: 
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The  acceleration  equation  is  now  simplified  as: 
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For  a  disk  in  hydrostatic  equilibrium,  a  model  is  utilized  to  determine  the  range  of  

pulsation  in  the  stellar  matter.    The  interior  of  the  disk  is  subject  to  a  pressure  P  and  the  disk  is  

comprised  of  thin  cylindrical  rings  of  mass  m,  radius  R,  and  height  z. 

 

Newton’s  2nd  law  (equation  1.3)  as  applied  to  this  scenario  is: 

𝑚ௗమ
ௗ௧మ

= − ீெ
మ

+ 2𝜋𝑅𝑧𝑃,        𝑀  being  the  mass  of  the  compact  object.                           (8.6) 

 

The  equilibrium  model  requires  the  left  hand  of  the  equation  to  equal  zero,  which  means  that  the  

following  to  be  true: 
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and  for  the  vertical  gravity  component  in  the  disk,  with  the  disk  self-gravity  being  negligible,  the  

gravitational  contribution  comes  from  the  cosine  of  the  central  object  gravity: 
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Linearizing  the  coordinates  and  pressure  gives: 

𝑅 = 𝑅 + 𝛿𝑅;                                 𝑧 = 𝑧 + 𝛿𝑧;                                   𝑃 = 𝑃 + 𝛿𝑃;   (8.9a,b,c) 
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Recall  that  the  pressure  relation  can  be  substituted  for  another  adiabatic  relation: 
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The  force  equation,  with  eq.  (8.38)  inserted  in  the  pressure  relations,  becomes: 

𝑚
𝑑ଶ𝑟
𝑑𝑡ଶ =

2𝐺𝑀𝑚
𝑅ଷ

𝛿𝑅 + ቆ
𝐺𝑀𝑚
𝑅ଷ

ቇ 𝛿𝑅 +
2𝐺𝑀𝑚
𝑅ଷ

𝛿𝑧 + 2𝜋𝑅𝑧𝑃 ൬
𝛿𝑅
𝑅
൰ 

                                                                                          +2𝜋𝑅𝑧𝑃 ቀ
ఋ௭
ோబ
ቁ + 2𝜋𝑅𝑧𝑃 ቀ−3𝛾

ఋோ
ோబ
− 3𝛾 ఋ௭

௭బ
ቁ                         

(8.14) 

= ቂ(3 − 3𝛾) ீெ
ோబ
య 𝛿𝑅ቃ + ቂ(3 − 3𝛾) ீெ

ோబ
య   𝛿𝑧ቃ                                                     (8.15) 

𝑚ቈ
𝑑ଶ(𝛿𝑅]
𝑑𝑡ଶ +

𝑑ଶ(𝛿𝑧)
𝑑𝑡ଶ  = ቈ(3 − 3𝛾)

𝐺𝑀𝑚
𝑅ଷ

𝛿𝑅 + ቈ(3 − 3𝛾)
𝐺𝑀𝑚
𝑅ଷ

  𝛿𝑧 

        (8.16) 

This  is  separable  into  two  different  equations  in  terms  of  𝛿𝑅  and  𝛿𝑧.     

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ ቂ(3𝛾 − 3) ீெ
ோబ
య ቃ 𝛿𝑅 = 0   (8.17a) 

ௗమ(ఋ௭)
ௗ௧మ

+ ቂ(3𝛾 − 3) ீெ
ோబ
య ቃ 𝛿𝑧 = 0   (8.17b) 

 

The  corresponding  angular  frequencies  of  the  oscillating  models  are  as  follows: 

𝜔ோ
ଶ = (3 − 3𝛾) ீெ

ோబ
య        (8.18a) 
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𝜔௭ଶ = (3 − 3𝛾) ீெ
ோబ
య      (8.18b) 

The  disk  scenario  is  hydrodynamically  stable  in  the  vertical  direction  and  radial  direction,  

since  the  adiabatic  index  of  the  matter  would  have  to  be  below  that  of  𝛾 = 1  to  encounter  a  

dynamical  instability,  which  is  a  physical  improbability.    As  the  gas  becomes  increasingly  

ionized,  the  adiabatic  index,  due  to  the  larger  specific  heats,  would  approach  unity,  or  a  value  of  

one.    So  an  dynamical  instability  in  an  accretion  disk  could  be  avoided  in  a  cylindrical  reference  

frame  even  as  the  gas  became  highly  ionized  and  its  adiabatic  index  approached  unity.     

     

 

Adiabatic  Index  Relation  for  a  Disk  Distribution 

 
 
The  pressure  follows  a  relation: 

𝑃𝑉ఊ = constant               (8.19) 

with  the  volume  of  concern  depending  on  the  geometry  and  mass  distribution  of  the  situation  of  

concern. 

For  a  spherical  mass  density  distribution: 

𝑉 = ସ
ଷ
𝜋𝑅ଷ       →         𝑃 ቀସ

ଷ
𝜋𝑅ଷቁ

ఊ
= constant    (8.20a,b) 

 

Which  leads  to  the  relation: 

ఋ
బ
=   −3𝛾 ఋோ

ோబ
            for  linearized  pressure  and  radius         (8.21) 

𝑃 = 𝑃 + 𝛿𝑃                          𝑅 = 𝑅 + 𝛿𝑅                  (8.22) 

𝑃 ቀ1 +
ఋ
బ
ቁ ቀସ

ଷ
𝜋ቁ

ఊ
𝑅
ଷఊ ቀ1 + ఋோ

ோబ
ቁ
ଷఊ
= constant    (8.23) 
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ቀ1 + ఋ
బ
ቁ ቀ1 + ఋோ

ோబ
ቁ
ଷఊ
= ୡ୭୬ୱ୲ୟ୬୲

ర
యగோబ

య  బ
= 1               (8.24) 

1 + ఋ
బ
+ 3𝛾 ఋோ

ோబ
= 1                     (8.25) 

ఋ
బ
= −3𝛾 ఋோ

ோబ
          (8.26) 

The  geometry  of  a  disk  affects  the  mass  distribution;;  the  area  of  a  cylindrical  disk  is: 

𝐴 = 2𝜋𝑟ଶ + 2𝜋𝑟ℎ                                    𝑟 = 𝑟𝑎𝑑𝑖𝑢𝑠,            𝑧 = ℎ𝑒𝑖𝑔ℎ𝑡    (8.27) 

Let  h  =  ቀ
ோ
ቁ𝑅 = 

ோ
  (𝑅 + 𝛿𝑅) = 

ோ
  𝑅 ቀ1 +

ఋோ
ோబ
ቁ   and   ௭

ோ
= cos 𝜃,                         

(8.28a,b,c) 

and  cos 𝜃  sweeps  from  a  vertical  range  of  z  =  h  above  the  equatorial  plane,  to  z  =  -h,  below  the  

equatorial  plane. 

 

The  volume  of  the  disk  becomes: 

𝑉 = ଶ
ଷ
𝜋𝑟ଷ + 𝜋𝑟ଶℎ = ଶ

ଷ
𝜋𝑟ଷ + 𝜋𝑟ଷ ቀ


ቁ    (8.29a) 

= 𝜋𝑟ଷ ቂଶ
ଷ
+ 


ቃ = 𝜋𝑟ଷ ቂଶ

ଷ
+ cos 𝜃ቃ ,              𝑧 = ℎ.                   (8.29b) 

 

Which  is  not  much  different  from  a  spherical  distribution. 

𝑃𝑉ఊ = 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡 → 𝑃 ቀ𝜋𝑟ଷ ቂଶ
ଷ
+ cos 𝜃ቃቁ

ఊ
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡;   (8.30) 

Inserting  the  linearized  terms  yields  the  following  expression: 

(𝑃 + 𝛿𝑃)𝜋ఊ(𝑅 + 𝛿𝑅)ଷఊ ቀଶ
ଷ
+ cos 𝜃ቁ

ఊ
= (𝑃 + 𝛿𝑃) ቀଶ

ଷ
𝜋ቁ

ఊ
(𝑅 + 𝛿𝑅)ଷఊ ቀ1 + ଷ

ଶ
cos 𝜃ቁ

ఊ
=

  𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡;  (8.31) 

𝑃 ቀ
ଶ
ଷ
𝜋ቁ

ఊ
𝑅
ଷఊ ቀ1 + ఋ

బ
ቁ ቀ1 + ఋோ

ோబ
ቁ
ଷఊ
ቀ1 + ଷ

ଶ
cos 𝜃ቁ

ఊ
= 𝑐𝑜𝑛𝑠𝑡𝑎𝑛𝑡;   (8.32) 
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ቀ1 + ఋ
బ
ቁ ቀ1 + ఋோ

ோబ
ቁ
ଷఊ
= ௦௧௧

బቀ
మ
యగቁ

ം
ோబ
యംቀଵାయమ ୡ୭ୱఏቁ

ം = 1;    (8.33) 

 

I  obtain  the  relation  for  a  cylindrical  disk  distribution: 

ఋ
బ
= −3𝛾 ఋோ

ோబ
      (8.34) 

The  adiabatic  relation  is  identical  for  a  cylindrical  distribution  as  it  is  to  a  spherical  

distribution.    The  pressure  gradient  is  proportional  to  the  gravitational  force  directed  radially  in  

the  direction  of  the  compact  object  so  the  equilibrium  conditions  will  be  in  radial  terms.    The  

vertical  equilibrium  conditions  will  be  taken  as  the  cosine  of  the  radial  terms  since  the  disk  self-

gravity  is  negligible  and  the  compact  object  gravity  is  the  dominant  influence  for  the  disk.     

 

An  interesting  note  is  the  correlation  between  the  coefficients  for  both  the  cylindrical  and  

spherical  distributions:   

 

The  spherical  distribution  coefficient  is:    ቀସ
ଷ
𝜋ቁ

ఊ
,              (8.35) 

while  the  cylindrical  distribution  coefficient  is:   ቀଶ
ଷ
𝜋ቁ

ఊ
ቀ1 + ଷ

ଶ
cos 𝜃ቁ

ఊ
.                          (8.36) 

                       

Setting  the  two  equivalent  to  each  other,  gives  us  a  condition  for  cos 𝜃: 

ቀସ
ଷ
𝜋ቁ

ఊ
= ൬ଶ

ଷ
𝜋 ቀ1 + ଷ

ଶ
cos 𝜃ቁ൰

ఊ
;                cos 𝜃 = ௭

ோ
= 

ோ
= ଶ

ଷ
;   (8.37) 

Since  the  QPO  ratio  of  the  vertical  and  radial  epicyclic  frequencies  is  3:2,  we  look  at  the  

frequency  ratio  and  compare  it  to  the  ratio  of  the  height  and  radius: 

ఠ
ఠೝ
= ଷ

ଶ
=

ೡೞ

ೡ಼
ೃ
= ቀ௩ೞ


ቁ ቀ ோ

௩಼
ቁ = ቀ௩ೞ

௩಼
ቁ ቀோ


ቁ ;    (8.38) 
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The  vertical  angular  frequency  𝜔௭  is  taken  as  the  speed  of  sound,  𝑣௦,  over  the  vertical  

coordinate  at  the  top  of  the  disk  where  z  =  h,  and  the  radial  angular  frequency  𝜔  is  taken  as  the  

Keplerian  velocity  divided  by  the  radial  coordinate  R,  and  the  ratio  of  the  two  epicyclic  

frequencies  give  us  the  ratio  of  the  sound  speed  to  Keplerian  velocity,  times  the  ratio  of  the  

radius  over  the  height.    This  relation  holds  true  for  any  radius  or  height. 

If  we  take  the  unifying  geometric  condition  for  the  coefficients  of  both  distributions,  we  get: 

 

ோ

= ଷ

ଶ
                              ఠ

ఠೝ
= ଷ

ଶ
= ቀଷ

ଶ
ቁ ቀ௩ೞ

௩಼
ቁ → ቀ௩ೞ

௩಼
ቁ = 1   (8.39) 

𝑣ௌ = 𝑣      for  the  QPO  radius.    (8.40) 

 

There  is  only  one  location  where  the  speed  of  sound  matches  the  Keplerian  speed  at  that  

location.    The  QPO  signal  would  emanate  from  that  radial  location  where  the  Keplerian  velocity  

is  greatest,  and  simultaneously  induce  a  large  sound  speed  in  the  vertical  direction,  creating  a  

large  amplitude  in  the  signal.    That  location  is  also  known  as  the  sonic  point  where  the  speed  of  

infalling  material  goes  from  subsonic  to  supersonic  velocities.    The  sonic  point  is  located  at  the  

sonic  radius,  rsonic.     

 

In  the  Shakura-Sunyaev  and  Novikov-Thorne  models,  the  sonic  radius  is  determined  to  

coincide  with  the  ISCO  for  sub-Eddington  flows.    As  the  accretion  flow  increases,  the  sonic  

radius  migrates  away  from  the  ISCO.    So  it  stands  to  reason  the  ISCO  is  the  qualifying  radius  for  

the  source  phenomenon  of  the  QPO  signals  for  sufficiently  low  accretion  rates.    The  relocation  of  

the  sonic  point  shifts  the  originating  radius  of  the  QPO  further  out  from  the  compact  object  
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through  the  accretion  disk.     

 

The  geometric  condition  is  useful  in  determining  where  the  accretion  turns  from  a  disk-

like  flow  scenario  to  a  spherical  (Bondi)  flow  one.    The  significance  of  the  co-existence  of  the  

sonic  point  with  the  ISCO  (also  known  as  the  marginally  stable  orbit,  rms)  in  the  same  location  

would  explain  the  minority  of  cases  of  QPO  candidates  having  a  double  QPO  frequency.    The  

location  of  the  sonic  point  is  dependent  on  the  rate  of  accretion  flow  and  as  the  accretion  flow  

increases,  the  sonic  point  shifts  below  the  ISCO  into  the  plunging  region.    The  speed  of  infalling  

matter  becomes  super-Keplerian  in  that  region  and  the  noise  in  the  spectral  signal  emitted  from  

that  region  due  to  the  inbound  turmoil  of  the  falling  matter  would  diminish  the  integrity  of  the  

QPO  signal,  as  denoted  by  the  quality  factor,  and  any  kind  of  coupling  of  radial  and  vertical  

oscillation  modes  would  be  inhibited.    As  the  mass  of  the  compact  object  increases,  the  mass  

accretion  rate  would  increase  so  an  upper  bound  on  compact  object  candidate  mass  would  be  

expected  for  a  double  QPO  frequency  signal. 
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CHAPTER  IX 

THE  DISKOSEISMOLOGICAL  APPROACH 

 

Expanding  on  the  diskoseismological  equations  from  the  last  chapter,  I  go  further  in  

exploring  the  implications  of  the  harmonic  oscillation  equation  that  describes  the  oscillation  in  

the  disk.    The  extended  harmonic  oscillation  equation  can  be  expanded  in  several  powers  for  a  

better  examination  of  the  oscillation  properties.     

 

Starting  with  the  following  equation: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 − ଷீெ
ோయ

ቀఋோ
ோ
ቁ 𝛿𝑅 + ସீெ

ோయ
ቀఋோ
ோ
ቁ
ଶ
𝛿𝑅 + ଶீெ

ோయ
𝛿𝑅 + (ିଷఊ)ீெ

ோమ
ቀఋோ
ோ
ቁ       (9.1) 

 

This  expression  can  be  simplified  as: 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ீெ
ோయ

(4 − 3𝛾 − 3 ቀఋோ
ோ
ቁ + 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+⋯ )𝛿𝑅   (9.2) 

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ ீெ
ோయ
൬3𝛾 − 4 + 3 ቀఋோ

ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+ ⋯൰𝛿𝑅 = 0   (9.3) 

 

For  the  condition  that  the  adiabatic  index  𝛾 = 5/3,  the  expression  is  modified  further: 

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ ீெ
ோయ
൬1 + 3 ቀఋோ

ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+ ⋯൰𝛿𝑅 = 0    (9.4) 
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And  the  angular  frequency  becomes: 

𝜔ଶ = ீெ
ோయ
൬1 + 3 ቀఋோ

ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+ ⋯൰    (9.5a) 

𝜔 = ቀீெ
ோయ
ቁ
భ
మ ൬1 + 3 ቀఋோ

ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+ ⋯൰

భ
మ
    (9.5b) 

 

The  angular  frequency  yields  the  Keplerian  frequency  and  the  Keplerian  velocity: 

𝜔 = ቀீெ
ோబ
య ቁ

భ
మ → 𝑣 = 𝑅 ∗ 𝜔 = 𝑅 ቀ

ீெ
ோబ
య ቁ

భ
మ = ቀீெ

ோబ
ቁ
భ
మ         (9.6) 

Compare  this  to  the  orbital  frequencies  in  Kerr  space-time: 

𝜔 = 2𝜋𝜈 = ቀீெ
య
ቁ
భ
మ ቀ1 + 𝑗  �̂�ି

య
మቁ

ିଵ
;              (9.7) 

𝑗 = 
ீெమ =


ெ
                                   �̂� = మ

ீெ
= ଶ

ೞ
                             (9.8a,b) 

 

The  radial  epicyclical  frequency  is  as  follows: 

𝜈 = |𝜈| ቀ1 − �̂�ିଵ + 8  𝑗  �̂�ି
య
మ − 3  𝑗ଶ  �̂�ିଶቁ

భ
మ
    (9.9) 

 

The  vertical  epicyclical  frequency  is  as  follows: 

𝜈ఏ = |𝜈| ቀ1 − 4  𝑗  �̂�ି
య
మ + 3  𝑗ଶ  �̂�ିଶቁ

భ
మ
    (9.10) 

 

If  we  revert  back  to  Newton’s  second  law  expression  with  the  linearized  radial  expression  

(equation  8.68),  not  stopping  at  the  first  power: 

ଵ
(ோାఋோ)మ

= ଵ
ோమ
൬1 − 2 ఋோ

ோ
+ ଵ

ଶ!
(−2)(−3) ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
+ ଵ

ଷ!
(−2)(−3)(−4) ቀఋோ

ோ
ቁ
ଷ
+ ⋯൰      (9.11) 
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ଵ
(ோାఋோ)మ

= ଵ
ோమ
൬1 − 2 ఋோ

ோ
+ 3 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
− 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଷ
+ ⋯൰   (9.12) 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

=   − ீெ
ோమ

+ ଶீெ
ோయ

  𝛿𝑅 − ଷீெ
ோర

  (𝛿𝑅)ଶ + ସீெ
ோఱ

  (𝛿𝑅)ଷ + 4𝜋𝑅ଶ  𝑃 + 8𝜋𝑅𝑃𝛿𝑅 +

4𝜋𝑅ଶ𝛿𝑃  (9.13) 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

  =    ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅   − ଷீெ
ோర

  (𝛿𝑅)ଶ + ସீெ
ோఱ

  (𝛿𝑅)ଷ   +     8𝜋𝑅ଶ𝑃𝛿𝑅     +     4𝜋𝑅ଶ𝛿𝑃 (9.14) 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 + ଶீெ
ோయ

𝛿𝑅 − ଷீெ
ோర

  (𝛿𝑅)ଶ + ସீெ
ோఱ

  (𝛿𝑅)ଷ + 4𝜋𝑅ଶ ቀ


ቁ 𝛿𝑃     (9.15a) 

 

Inserting  the  hydrostatic  equilibrium  condition  (equation  1.4)  and  the  adiabatic  relation  (equation  

8.34)  into  the  above  equation  gives: 

= ସீெ
ோయ

𝛿𝑅 − ଷீெ
ோర

  (𝛿𝑅)ଶ + ସீெ
ோఱ

  (𝛿𝑅)ଷ + ቀீெ
ோమ

ቁ ቀ−3𝛾 ఋோ
ோ
ቁ              (9.15b) 

𝑚ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

= ൬4 − 3𝛾 − 3 ቀఋோ
ோ
ቁ + 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
− ⋯൰ቀீெ

ோయ
𝛿𝑅ቁ                                (9.15c) 

 

If  one  neglects  the  powers  of  ఋோ
ோ
,  a  harmonic  oscillation  equation  is  yielded  with  a  simple  angular  

frequency: 

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ (3𝛾 − 4) ቀீெ
ோయ
ቁ 𝛿𝑅 = 0    (9.16a) 

𝜔 = ቀீெ
ோయ
ቁ
భ
మ (4 − 3𝛾)

భ
మ             (9.16b) 

With  the  powers  of  ఋோ
ோ
  left  in,  one  gets  a  harmonic  oscillator  equation  in  the  following  form: 

ௗమ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ ൬3𝛾 − 4 + 3 ቀఋோ
ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
− ⋯൰ ቀீெ

ோయ
ቁ 𝛿𝑅 = 0   (9.17) 

This  gives  us  an  elliptic  equation.    Let  equation  (8.82)  be  divided  by   ଵ
ோబ
;; 
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ଵ
ோబ
ௗ

మ(ఋோ)
ௗ௧మ

+ ൬3𝛾 − 4 + 3 ቀఋோ
ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
− ⋯൰ቀீெ

ோయ
ቁ 𝛿𝑅൨ = 0              (9.18) 

ቈ
ௗమቀഃೃೃబ

ቁ

ௗ௧మ
+ ൬3𝛾 − 4 + 3 ቀఋோ

ோ
ቁ − 4 ቀఋோ

ோ
ቁ
ଶ
− ⋯൰ ቀீெ

ோయ
ቁ ቀఋோ

ோబ
ቁ = 0,                             ఋோ

ோబ
= 𝑥.               (9.19a,b) 

This  can  be  rewritten  as: 

ௗమ௫
ௗ௧మ

+ ቀீெ
ோయ
ቁ (3𝛾 − 4 + 3𝑥 − 4𝑥ଶ − ⋯ )𝑥 = 0,         ቀீெ

ோయ
ቁ = 𝜎.       (9.20) 

ௗమ௫
ௗ௧మ

+ 𝜎[(3𝛾 − 4)𝑥 + 3𝑥ଶ − 4𝑥ଷ] = 0.      (9.21) 

 

The  𝜎  factor  can  be  scaled  out:      Let  𝜏 = 𝜎𝑡,  and                  

(9.22) 

ௗమ௫
ௗఛమ

+ [(3𝛾 − 4)𝑥 + 3𝑥ଶ − 4𝑥ଷ] = 0.      (9.23) 

 

A  mathematical  approach  can  be  taken  here  to  simplify  this  equation  further.    Multiplying  both  

sides  by   ௗ
ௗ௫
, 

ௗ
ௗ௫
ቀௗ

మ௫
ௗఛమ

+ [(3𝛾 − 4)𝑥 + 3𝑥ଶ − 4𝑥ଷ]ቁ = 0,      (9.24) 

ௗ
ௗ௧
൬ଵ
ଶ
ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
+ ଵ

ଶ
(3𝛾 − 4)𝑥ଶ + 𝑥ଷ − 𝑥ସ൰ = 0,     (9.25) 

ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
+ (3𝛾 − 4)𝑥ଶ + 2𝑥ଷ − 2𝑥ସ = 2𝑐.      (9.26) 

ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + (4 − 3𝛾)𝑥ଶ + 𝑞,                                          where  𝑞 = ଶ

ఙ
.    (9.27a,b) 

 

We  can  get  a  modified  angular  frequency  as  a  solution  from  this  elliptic  equation. 

This  equation  can  be  solved  numerically  or  analytically.    The  numerical  method  can  be  used  to  
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find  the  characteristic  frequency  for  the  elliptic  equation. 

The  perturbation  model  is  scaled  to  this  elliptic  equation: 

ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + (4 − 3𝛾)𝑥ଶ + 𝑞    (9.28) 

 

A  time  integral  is  obtained  this  way: 

𝑡 = ∫ ௗ௫ᇲ

ඥଶ௫రିଶ௫యା(ସିଷఊ)௫మା
,௫

             where  𝑞 = 1.           (9.29) 

For  an  initial  displacement,  𝑥 =   −1,  and  ቀ
ௗ௫
ௗఛ
ቁ

= 0,                                      (9.30a,b) 

so  at  ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
௫ୀ௫బ

= 0 = 1 + (4 − 3𝛾)𝑥ଶ − 2𝑥ଷ + 2𝑥ସ.             (9.31) 

 

And  solving  numerically  for  the  equation, 

𝑡(𝑥) = ∫ ௗ௫
ඥଶ௫రିଶ௫యା(ସିଷఊ)௫మାଵ

,௫
௫బ

    (9.32) 

With  the  {{t(xn),  xn},…..}    data. 

A  curve  should  appear  from  a  minimum  at  t1  and  cross  the  x-axis  in  a  sinusoidal  manner  

to  a  maximum  at  t2.    The  difference  in  the  time  interval  is  the  half-period. 

Since  ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ = 0  at  maximal  displacement,  and  x  =  xMax,  this  indicates  that   

ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 0 = 2𝑥ெ௫ସ − 2𝑥ெ௫ଷ + (4 − 3𝛾)𝑥ெ௫ଶ + 1,        for  𝑥ெ௫ ≪ 1.    (9.33) 

 

The  higher  power  terms  are  smaller  than  the  lower  power  terms,  which  indicate  that  this  

equation  relates  to  small  fluctuations  and  the  requirement  that  q  is  larger  than  zero. 

Obtaining  the  Fourier  coefficients  from  the  data  and  integrating  numerically,  then  plotting  them  

on  a  graph  can  recreate  the  curve  of  the  fluctuation. 
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Physical  Context  of  the  Radial  Potential  Energy  Expression 

 

We  return  to  the  elliptic  equation,  which  describes  the  radial  displacement,  that  is  also  an  

expression  of  the  radial  potential  energy  and  is  stated  below: 

𝑝(𝑥) = ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + (4 − 3𝛾)𝑥ଶ + 𝑞.   (9.34) 

Close  to  x  =  0,  the  value  of  the  adiabatic  index  term  dominates.     

In  the  case  where  x  =  0,  there  is  no  displacement,  and   

𝑣ଶ = ቀௗ௫
ௗఛ
ቁ
ଶ
= 𝑞.       (9.35) 

This  gives  us  a  context  of  the  constant  q.    Another  context  can  be  found  at  the  location  of  the  

extrema,  when  x  =  xmax,  or  x  =  xmin  (or  xm): 

0 = 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + (4 − 3𝛾)𝑥ଶ + 𝑞.             (9.36) 

 

To  find  the  equilibrium  points,  I  take  the  derivative  of  the  equation: 

8𝑥ଷ − 6𝑥ଶ + 2(4 − 3𝛾)𝑥 = 0.      (9.37) 

So  a  root  exists  at  x  =  0,  therefore  an  equilibrium  point  resides  at  that  location. 

To  find  more  equilibrium  points,  other  roots  have  to  be  found: 

8𝑥ଶ − 6𝑥 + 2(4 − 3𝛾) = 0.       (9.38) 

 

Two  more  roots  are  found: 

𝑥 = ±ඥଷିଵ(ସିଷఊ)
ଵ

,                𝑥 = ቀଷ
଼
ቁ ± ටቀଷ

଼
ቁ
ଶ
− ቀ ଵ

ଵ
ቁ (4 − 3𝛾).    (9.39) 

Looking  at  the  equation, 

𝑝(𝑥) = 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + 2(4 − 3𝛾)𝑥ଶ,              (9.40) 
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Let  the  adiabatic  index  term  equal  a  quantity,  B:       (𝑛 − 3𝛾) = 𝐵,        𝑛 = 4  for  spherical,   

                       𝑛 = 3  for  cylindrical, 

                       𝑛 = 2, for  undetermined. 

(9.41) 

The  value  of  ‘n’  is  determined  by  the  derived  values  multiplied  with  the  Keplerian  frequencies,  

in  each  case  of  the  helioseismological  approach,  whether  it  is  the  spherical  (classical)  reference  

frame  expressed  by  equation  9.16,  or  the  cylindrical  reference  frame  as  taken  for  the  accretion  

disk  reference  frame  expressed  by  equation  8.18.    The  final  value  of  n  =  2  is  a  lower  value  taken  

for  an  undetermined  reference  frame,  presumably  a  flatter  one,  referring  to  accretion  constrained  

to  a  two-dimensional  plane. 

The  radial  potential  expression  equation  with  the  B  term  now  is  expressed  as: 

ቀడ௫
ఋఛ
ቁ
ଶ
= 2𝑥ସ − 2𝑥ଷ + 𝐵𝑥ଶ + 𝑞.        (9.42) 

Taking  the  case  that  𝛾 = ହ
ଷ
,  the  adiabatic  index  term  turns  negative.    The  adiabatic  index  term  

remains  negative  for  any  value  above  the  value  of  𝛾 = ସ
ଷ
,  for  which  the  term  becomes  zero,  and  

for  all  values  less  than  4/3,  the  term  becomes  positive.    The  motion  would  be  unstable  for  a  

positive  adiabatic  index  term  and  stable  for  a  negative  one. 

 

𝛾 = ହ
ଷ
                  →                 4 − 3𝛾 = −1,      (9.43) 

𝛾 < ସ
ଷ
→ 4 − 3𝛾 > 0    (positive)      (9.44) 

 

At  x  =  0,  p(x)  =  0,  so  in  the  case  q  >  0,  the  energy  would  be  below  what  it  would  be  at  x  =  0,  so  it  

never  reaches  the  equilibrium  point  at  x  =  0.    That  value  of  x  is  an  unstable  equilibrium  point  and  
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any  perturbation  to  either  direction  sends  any  particle  towards  the  other  equilibrium  points  at  the  

bases  of  the  curve,  specifically,  at  the  points  x1  and  x2.    There  would  be  an  oscillation  motion  

about  these  points.     

In  the  case  q  >  0,  there  are  two  ranges  of  motion  that  circulate  about  the  two  non-zero  

equilibrium  points  at  x1  and  x2.     

In  the  case  q  <  0,  there  is  a  distorted  range  of  motion  with  a  suppressed  oscillation  motion  

across  the  bottom  of  the  curve. 

 

Figure  18.    Diagram  of  the  Radial  Potential  Energy  curve  with  the  roots  shown  for  each  case  of  

q. 
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There  are  small  oscillations  about  the  equilibrium  points  x  =  x1,  and  x  =  x2,  with  a  definite  

frequency  ratio.     

There  would  be  spring  constants  corresponding  to  the  oscillations  such  that: 

𝑘ଵ = ቀడ
మ

డ௫మ
ቁ
௫ୀ௫భ

,                                                      𝑘ଶ = ቀడ
మ

డ௫మ
ቁ
௫ୀ௫మ

.     (9.45a,b) 

డమ
డ௫మ

= 16  𝑥 − 16,              𝑘ଵ = 16  𝑥ଵ − 16,              𝑘ଶ = 16  𝑥ଶ − 16.    (9.46a,b,c) 

For  𝛾 = ହ
ଷ
,  x1  =  -0.076,  and  x2  =  0.826. 

The  spring  constants  become: 

𝑘ଵ = 7.211,                                                𝑘ଶ = −7.211. 

In  this  case,  k1  =  -  k2. 

The  angular  frequencies  can  be  found  for  each  equilibrium  point.    Finding  the  roots  for  

the  equation  for  a  given  adiabatic  index  (𝛾 = 5/3,  for  example)  is  the  first  step.     

The  next  step  is  taking  the  second  derivative,  with  respect  to  x,  of  the  equation  then  inserting  

each  value  of  the  non-zero  roots  to  yield  an  angular  frequency  for  each  root.     

 

In  the  case  of  the  adiabatic  index  term  (4 − 3𝛾),  or  B  =  -1,  when  taken  with  the  adiabatic  

index  of  5/3,  the  first  derivative  of  the  equation,  factored  with  respect  to  x,  gives  the  roots: 

 

8𝑥ଷ − 6𝑥ଶ + 2(4 − 3𝛾)𝑥 → 8𝑥ଶ − 12𝑥 + 2(4 − 3𝛾) = 0.                               (9.47) 

For  𝛾 = ହ
ଷ
,      𝑥 = − ଵ

ସ
, 1.       (9.48) 

 

The  frequencies  are  found  by  inserting  the  root  values  into  the  second  derivative  of  the  equation  

with  respect  to  x. 
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24 ቀ− ଵ
ସ
ቁ
ଶ
− 12 ቀ− ଵ

ସ
ቁ − 2 = ଷ

ଶ
+ 3 − 2 = ହ

ଶ
= 𝜔ଵ

ଶ   (9.49) 

24(1)ଶ − 12(1) − 2 = 10 = 𝜔ଶ
ଶ    (9.50) 

The  ratio  of  angular  frequencies  is: 

ఠమ
ఠభ

= ටଵ
ଶ.ହ

= 2.                        A  ratio  of     ଶ
ଵ
    (9.51) 

 

For  the  adiabatic  index  term  derived  for  a  spherical  reference  frame  with  an  value  of  n  =  4    

(4 − 3𝛾),  and  the  ideal  gas  adiabatic  index  of  5/3  inserted  into  the  equation,  which  yields  an  

value  of  𝐵 = −1,  an  integer  ratio  of  2  to  1  is  found. 

 

If  the  adiabatic  index  term  is  adjusted,  like  to  (3 − 3𝛾),  the  equation  is  modified  further: 

24𝑥ଶ − 12𝑥 − 2(3 − 3𝛾) = 24𝑥ଶ − 12𝑥 − 4 = 0.                          (for  γ = ହ
ଷ
)    (9.52) 

The  new  roots  are  given: 

𝑥 = ଵ
଼
൫3 ± √41൯.                (9.53) 

And  the  corresponding  frequencies  are: 

24 ൬ଵ
଼
൫3 + √41൯൰

ଶ
− 12 ൬ଵ

଼
൫3 + √41൯൰ − 4 = 5.447 = 𝜔ଵ

ଶ  (9.54) 

24 ൬ଵ
଼
൫3 − √41൯൰

ଶ
− 12 ൬ଵ

଼
൫3 − √41൯൰ − 4 = 15.0523 = 𝜔ଶ

ଶ  (9.55) 

 

The  ratio  of  angular  frequencies  is: 

ఠమ
ఠభ

= ටଵହ.ହଶଷ
ହ.ସସ

= 1.66.          A  ratio  of     ହ
ଷ
.     (9.56) 
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The  adiabatic  index  term  for  a  cylindrical  reference  frame  with  an  value  of  n  =  3,  (3 − 3𝛾),  in  

the  case  of  ideal  gas,  which  gives  a  value  of  𝐵 =   −2,  gives  an  integer  ratio  of  5  to  3  (~1.66). 

 

Doing  the  same  thing  with  a  new  adiabatic  index  term,  (2 − 3𝛾),  the  equation  is  modified  

further: 

24𝑥ଶ − 12𝑥 − 2(2 − 3𝛾) = 24𝑥ଶ − 12𝑥 − 6 = 0.                          (for  γ = ହ
ଷ
)         (9.57) 

 

The  new  roots  are  given: 

𝑥 = ଵ
଼
൫3 ± √57൯.                      (9.58) 

 

And  the  corresponding  frequencies  are: 

24 ൬ଵ
଼
൫3 + √57൯൰

ଶ
− 12 ൬ଵ

଼
൫3 + √57൯൰ − 6 = 8.587 = 𝜔ଵ

ଶ                              (9.59) 

24 ൬ଵ
଼
൫3 − √57൯൰

ଶ
− 12 ൬ଵ

଼
൫3 − √57൯൰ − 6 = 19.9124 = 𝜔ଶ

ଶ                            (9.60) 

 

The  ratio  of  angular  frequencies  is: 

ఠమ
ఠభ

= ටଵଽ.ଽଵଶସ
଼.ହ଼

~1.5.          A  ratio  of     ଷ
ଶ
          (9.61) 

 

The  adiabatic  index  term  with  value  of  n  =  2  (2 − 3𝛾, and  𝐵 =   −3),  in  the  case  of  ideal  

gas,gives  the  magic  ratio  of  3  to  2  (3  :  2,  or  1.5). 

 

The  adiabatic  index  (B)  term  is  the  term  that  determines  the  ratio  of  the  angular  frequencies.    It  
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implies  for  a  higher  adiabatic  index  and  a  lower  value  of  n,  a  smaller  integer  ratio  of  frequencies  

occur.    For  double  QPO  frequencies  that  occur  with  those  resonances,  it’d  reveal  the  situation  the  

accretion  was  occurring  in,  and  its  reference  frame.     

 

 

 

Context  of  the  Orbital  Frequencies 

 

Going  back  to  the  orbital  frequencies  which  are  taken  from  equations  (7.123  and  7124): 

𝜔 = ቀீெ
య
ቁ
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మ ቆ1 + 
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   (9.62) 

𝜔 = 2𝜋𝜈      (9.63) 

𝜈 = |𝜈| ቆ1 −
ெ

+ 8  𝑎 ቀெ

య
ቁ
భ
మ − 3 మ

మ
ቇ

భ
మ

    (9.64) 
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     (9.65) 

Expanding  the  radial  epicyclical  frequency  in  full  then  as  a  Taylor  series,  from  equation  (7.123): 
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Taking  the  same  approach  for  the  vertical  epicyclical  frequency,  as  stated  by  equation  (7.124): 
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(9.67c) 

 

The  epicyclical  frequencies  can  be  regarded  as  a  natural  consequence  of  pulsations  of  

matter  moving  along  the  general  relativistic  metric  field.    The  gravitational  field  imparts  a  

resonant  influence  that  carries  through  to  the  natural  frequencies  of  the  emitted  radiation.     

 

Reconciling  the  radial  epicyclical  frequency  expression  with  the  classical  helioseismological  

expression  requires  setting  these  two  equations  equal  to  each  other: 
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and  setting  equations  (9.68)  and  (9.69)  equal  to  each  other  and  scaling  out  the  common  

Keplerian  angular  frequency  factor: 
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I  get  a  constraint  for  the  adiabatic  index  in  respect  to  the  mass  and  spin  parameter  of  the  compact  

object.    This  equation  can  be  solved  for  the  adiabatic  index  in  terms  of  M,  a,  and  r. 

Taking  the  same  approach  for  the  vertical  epicyclical  frequency  with  equations  (9.67)  and  (9.68)  

to  find  the  vertical  contribution  to  the  constraint  of  the  quantities  between  the  two  frequencies: 
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We  set  the  surface  boundary  at  the  ISCO  as  the  location  where  the  pulsations  would  occur  

and  the  inner  disk  begins,  which  entails  inserting  equation  (8.136)  into  equation  (8.135)  for  the  

value  of  r: 
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For  the  fractional  displacements  ቀఋோ
ோ
ቁ  and  ቀఋ௭

ோ
ቁ,  let  r  approach  rms  to  determine  the  scope  of  the  

fluctuations  of  the  surface  of  the  disk  at  its  location.    Inserting  equations  (8.136a,b)  into  equation  

(8.135)  gives  the  location  of  the  ISCO  in  terms  of  the  geometricized  mass  M  and  angular  

parameter  a,  which  is  converted  into  terms  of  distance. 
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 When  the  radius  is  set  for  the  ISCO,  equation  (9.72)  can  be  solved  for  the  adiabatic  index  

alone,  in  terms  of  M  and  a,  now.    Or  the  equation  can  be  solved  for  the  angular  momentum  

parameter  a,  if  the  adiabatic  index  is  already  determined  and  the  mass  known.    Knowing  two  of  

the  quantities  will  yield  the  third  one,  for  the  radius  the  QPO  emerged  from.     

The  fluctuations  can  be  mapped  out  in  terms  of  a*  (or  the  dimensionless  ratio  of  a/M)  and  

be  used  as  a  qualifying  criteria  for  the  adiabatic  index  versus  the  spin  and  how  the  spin  of  the  

compact  object  affects  the  fluctuations.    It  can  be  used  as  a  constraint  with  the  mass  and  spin  of  

the  compact  object  since  determining  either  quantity  gives  the  other  automatically.    Using  

determined  masses  and  spins  of  QPO  candidates,  these  data  can  be  applied  to  yield  the  value  of  

the  adiabatic  index  at  the  ISCO  and  yield  an  insight  into  the  nature  of  the  gas  as  it  enters  the  

plunging  region  below  the  ISCO.       

The  adiabatic  index  pertains  to  the  presence  of  ionized  gas  and  ideal  gas  and  relativistic  

gas  and  what  ratio  of  ideal  to  relativistic  gas  is  present  and  is  at  play.    It  can  serve  as  a  diagnostic  

map  of  the  distribution  of  the  gases  and  the  pertinent  physical  status.    The  radial  and  vertical  

epicyclical  frequencies  conform  to  the  diskoseismological  equation  in  this  form  and  in  order  to  

maintain  consistency,  the  adiabatic  index  has  to  accommodate  the  ratio  of  a/M  to  satisfy  the  

equation  and  maintain  the  integrity  of  the  equations.    Thus  the  distribution  of  ionized  gas  versus  

relativistic  gas  can  be  mapped  out  using  this  as  a  criterion. 
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Physical  context  of  fractional  displacements 

 

To  understand  the  meaning  of  the  fractional  displacements,  we  need  to  understand  how  

the  waves  move  in  space.    Sound  waves  involved  with  the  radial  modes  of  stellar  pulsations  are  

standing  waves.    Each  standing  wave  for  each  mode  has  a  node  at  one  end  (generally  at  the  star’s  

center,  a  fixed  point  with  no  moving  gases),  and  an  antinode  set  at  the  other  end  (at  the  star’s  

surface,  open  for  movement  of  the  gases).    The  fractional  displacement,  ఋோ
ோబ
,  of  the  stellar  gases  

from  its  equilibrium  position  is  solved  for  unity  at  the  stellar  surface. 

ఋோ
ோబ
= 1;                         (9.75) 

Although  in  reality,  for  classical  Cepheid  stars,  the  fractional  displacement  is  more  in  the  

range  of  0.05  to  0.1  (Carroll  B.  O.,  1996).    To  explore  the  pulsation  mechanism  and  the  

implications  for  the  adiabatic  index,  there  needs  to  be  a  discussion  of  the  events  that  transpire  

during  the  pulsation  cycle.     

Pulsating  stars  are  essentially  thermodynamic  heat  engines;;  the  gases  within  the  layers  of  

the  star  do  work  as  they  expand  and  contract  during  the  pulsation  cycle.    If  a  layer  does  positive  

work  on  its  surroundings,  it  contributes  to  driving  the  oscillations.    If  a  layer  does  negative  work  

on  its  surroundings,  it  dampens  the  oscillations.    If  the  total  work  of  the  layers  is  positive,  the  

oscillations  will  grow  in  amplitude  and  if  the  total  work  is  negative,  the  oscillations  will  decay  as  

a  result.    So  it  continues  until  equilibrium  is  attained  and  the  total  work  is  zero.     

A  driving  process  entails  heat  flowing  into  a  layer  during  a  high-temperature  part  of  the  

cycle  and  leaving  during  a  low-temperature  part  of  the  cycle.    The  driving  layers  absorb  heat  at  

the  time  of  their  maximal  compression,  and  maximal  pressure  will  be  attained  after  maximal  

compression.    The  oscillations  will  be  amplified  at  this  point.    At  the  center  of  the  star,  the  matter  
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is  compressed  and  the  temperature  rises  as  a  consequence  and  thermonuclear  energy  is  

generated.    The  displacement  ఋோ
ோ
  has  a  node  near  the  center  and  the  pulsation  amplitude  is  very  

small.    The  energy  mechanism  (𝜖-mechanism)  operates  in  the  core  of  the  star  although  it  is  not  

enough  to  drive  the  pulsations.     

If  a  layer  became  more  opaque  during  compression,  the  energy  flowing  towards  the  

surface  gets  stored  up  and  dammed,  pushing  the  surface  layers  up.    When  the  expanding  layer  

becomes  more  transparent,  the  trapped  heat  escapes  and  the  layer  collapses  back  to  its  original  

position.    In  the  remainder  of  the  star,  the  opacity  decreases  with  compression.     

The  density  and  temperature  increases  while  the  layers  compresses.  Although  the  opacity  is  more  

sensitive  to  temperature  changes,  the  opacity  decreases  with  compression  as  a  result.    It  requires  

special  conditions  for  stellar  pulsations.   

Regions  within  a  star  where  the  valve  mechanism  can  operate  successfully  are  the  partial  

ionization  zones,  where  gases  are  partially  ionized.    Part  of  the  work  done  on  the  gases  while  

compressed  gets  directed  into  ionizing  the  matter  rather  than  heating  the  gas  itself.    With  a  

smaller  temperature  rise,  the  opacity  increases  with  the  increase  in  density.    The  ions  recombine  

with  electrons  and  release  energy  during  expansion  and  the  opacity  decreases  with  the  decrease  

in  density.     

This  opacity  mechanism  is  referred  to  as  the  к-mechanism.    In  the  partial  ionization  zone,  

the  к-mechanism  is  supported  by  the  tendency  of  heat  flow,  during  compression,  into  the  zone  

(due  to  its  temperature  being  lower  than  that  of  its  surroundings).    The  heat  flow  effect  is  referred  

to  as  the  γ-mechanism,  due  to  the  smaller  ratio  of  specific  heats,  CV  and  CP,  having  larger  values  

each.    The  partial  ionization  zones  serve  as  the  pistons  that  drive  the  pulsations  of  the  star.    

Convection  is  the  thermal  process  that  determines  the  efficiency  of  the  pulsation.    Hence,  the  
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adiabatic  index  tells  us  about  the  efficiency  of  the  physical  process  driving  the  pulsations.     

 

 

Thermodynamics  and  Internal  Energy  Transport 

 

Three  energy  mechanisms  come  in  play  within  stellar  interiors:  Radiation,  Conduction,  

and  Convection.    Radiation  is  energy  transported  purely  through  photon  exchange  between  

particles  and  enables  energy  released  in  nuclear  reactions  and  gravitation  to  eventually  reach  the  

surface  of  stars  and  escape  into  space;;  Convection  is  a  mode  of  energy  transport  within  the  layers  

of  a  star  in  which  hot  buoyant  masses  transporting  excess  heat  as  cooler  masses  subside  inwardly  

within  the  star;;  and  Conduction  is  the  transportation  of  heat  via  collisive  contact  between  

particles.    The  latter  generally  is  regarded  as  negligible  and  usually  neglected  in  stellar  modeling  

(Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996).     

 

Exploring  these  energy  mechanisms  entails  focusing  on  the  equations  that  summarize  the  

phenomenon.      Starting  with  the  radiation  pressure  gradient  equation: 

ௗೝೌ
ௗ

= −�̅� ఘ

  𝐹ௗ                   (9.76) 

Frad  is  the  outward  Radiative  Flux;;  �̅�  is  the  Kramer's  opacity,  𝜌  the  density,  and  c  the  speed  of  

light. 

 

The  radiation  pressure  gradient  equation  is  also  expressed  as: 

ௗೝೌ
ௗ

= ସ
ଷ
  𝑎𝑇ଷ ௗ்

ௗ
                   (9.77) 

and  merging  the  two  equations  (9.76)  and  (9.77),  I  get: 
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  𝐹ௗ                   (9.78) 

and  inserting  the  relation  for  radiative  flux  into  equation  (9.78): 

𝐹ௗ =
ೝೌ
ସగమ

      (9.79) 

I  get: 
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ସగమ

                 (9.80) 

 

which  gives  us  the  temperature  gradient  for  radiative  transport.    As  the  opacity  or  temperature  

increases,  the  temperature  gradient  becomes  sharper  (more  negative)  accordingly.    The  radiation  

is  required  to  transfer  all  of  the  outward  energy,  and  likewise  for  increases  in  density  or  

temperature  decreases.     

 

If  the  temperature  gradient  becomes  too  sharp,  convection  comes  into  play  where  the  

hotter  partitions  of  mass  shift  and  rise  as  the  cooler  partitions  sink  inward.    Convection  is  

generally  difficult  to  summarize  via  straightforward  equations  and  require  the  utilization  of  fluid  

mechanics.    Fluid  mechanics  invoke  the  Navier-Stokes  equations,  a  three-dimensional  set  of  

equations  describing  the  motion  of  gases  and  liquids  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  

Astrophysics,  1996).     

 

Stellar  computer  programs  invoke  these  equations  in  one  dimension,  the  radial  dimension  

only,  due  to  limitations  in  computing  power  and  reduce  a  3-D  process  to  a  1-D  approach.    It  

further  requires  a  complex  approach  to  deal  with  turbulent  convection,  especially  in  detailing  the  

viscosity  and  heat  dissipation  within  the  star. 
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For  convection,  a  characteristic  length  scale  is  invoked,  referred  to  as  the  pressure  scale  

height,  particularly  in  terms  of  the  star  size.    The  timescale  for  convection  is  also  comparable  to  

that  of  the  timescale  for  changes  in  the  stellar  structure,  implying  that  the  two  are  linked.     

 

The  pressure  scale  height  is  determined  as  such: 

ଵ
ு
= − ଵ


ௗ
ௗ
= −ௗ ୪୬

ௗ
                  (9.81) 

Assuming  Hp  is  constant,  the  variation  in  pressure  can  be  inferred: 

𝑃 = 𝑃𝑒
ି ೝ
ಹ                          (9.82) 

 

To  derive  a  general  expression  for  Hp  specifically,  we  go  back  to  the  hydrostatic  equilibrium  

equation: 

ௗ
ௗ
= −𝑔𝜌 = −ఘீெ

మ
             (9.83) 

Invoking  this  relation  gives  us: 

ଵ
ு
= − ଵ


ௗ
ௗ
= ఘ


,              𝐻 =


ఘ

    (9.84) 

 

To  explore  convection,  we  need  to  understand  the  thermodynamics  at  play.    The  first  law  

of  thermodynamics  refers  to  the  conservation  of  energy  for  heat  transport: 

𝑑𝑈 = 𝑑𝑄 − 𝑑𝑊     (9.85) 

in  which  the  change  in  internal  energy  of  a  mass  element,  dU,  is  given  by  an  amount  of  heat  

supplied  to  the  element  dQ,  minus  the  work  done  by  the  element  upon  its  surroundings,  dW. 

The  total  internal  energy  per  unit  mass  is: 

𝑈 = ത

ഥ
        𝑘ത  𝑡ℎ𝑒  𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒  𝑘𝑖𝑛𝑒𝑡𝑖𝑐  𝑒𝑛𝑒𝑟𝑔𝑦, 𝑚ഥ  𝑡ℎ𝑒  𝑎𝑣𝑒𝑟𝑎𝑔𝑒  𝑚𝑎𝑠𝑠  𝑜𝑓  𝑝𝑎𝑟𝑡𝑖𝑐𝑙𝑒  𝑖𝑛  𝑡ℎ𝑒  𝑔𝑎𝑠



 228 

 (9.86a) 

= ଷ
ଶ
  ቀ 
ఓಹ

ቁ𝑇 = ଷ
ଶ
𝑛𝑅𝑇                                       (9.86b) 

The  internal  energy  is  the  kinetic  energy  per  unit  mass.    The  change  in  heat  of  mass  element  dQ  

is  referred  to  in  terms  of  the  specific  heat  of  the  gas,  C.    The  specific  heat  is  the  amount  of  heat  

required  to  raise  the  temperature  by  1  K  for  a  unit  mass  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  

Modern  Astrophysics,  1996). 

 

The  equations  for  the  specific  heats  are: 

𝐶 = ቀௗொ
ௗ்
ቁ

                                                      𝐶௩ = ቀௗொ

ௗ்
ቁ


               (9.87a,b) 

(with  Cp  at  constant  pressure,    and  Cv  at  constant  volume.) 

The  gas  does  a  certain  amount  of  work  on  its  surroundings,  expressed  as  dW.    The  gas  exerts  a  

force  across  a  particular  distance.    The  work  can  be  compared  to  the  action  of  a  piston;;  the  gas  

filling  a  cylinder,  endowed  with  mass  m  and  pressure  P,  can  exert  a  force  as  expressed  by  the  

following  equation: 

𝐹   =   𝑃 ∗ 𝐴      (9.88) 

and  the  work  done  per  unit  mass: 

𝑑𝑊 = ቀி

ቁ   𝑑𝑟 = ∗


  𝑑𝑟 = 𝑃  𝑑𝑉            (9.89) 

𝑑𝑊   =   𝑑𝑄  –   𝑃  𝑑𝑉               (9.90) 

 

In  the  case  of  constant  volume,  dV  =  0,  so  dU  becomes:               

(9.91) 

𝑑𝑈 = 𝑑𝑄| =
ௗொ
ௗ்
ቚ

𝑑𝑇 = 𝐶  𝑑𝑇        (9.92) 
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For  a  monatomic  gas,               𝑑𝑈   = ଷ
ଶ
  𝑛𝑅  𝑑𝑇            (9.93) 

For  relativistic  gas,                                                                                              𝑑𝑈   = 3  𝑛𝑅  𝑑𝑇            (9.94) 

 

so  the  specific  heat  becomes:    (for  constant  volume) 

𝐶௩   =
ଷ
ଶ
  𝑛𝑅                  for  ideal  gas               (9.95) 

𝐶௩   = 3  𝑛𝑅                            for  relativistic  gas    (9.96) 

 

To  find  the  specific  heat  (for  constant  pressure),  for  a  monatomic  gas  (Carroll  B.  W.,  An  

Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996): 

𝑑𝑈 = ௗொ
ௗ்
ቚ

  𝑑𝑇 − 𝑃 ௗ

ௗ்
ቚ

  𝑑𝑇     (9.97) 

and  the  ideal  gas  law:      𝑃𝑉 = 𝑛𝑅             (9.98) 

using  the  following  relation:     𝑃 ௗ
ௗ்
= 𝑛𝑅             (9.99) 

and  invoking  the  last  three  equations  (9.97,  9.98,  and  9.99)  together  gives  us: 

𝐶  𝑑𝑇   =   𝐶  𝑑𝑇   +   𝑛𝑅  𝑑𝑇     (9.100a) 

𝐶   =   𝐶   +   𝑛𝑅;                 (9.101b) 

 

The  parameter  𝛾  is  defined  as  the  ratio  of  specific  heats: 

𝛾 = ೇ
ು

      (9.102) 

For  a  monatomic  gas, 

ೇ
ು
  =    ೇ

ೇ
  +  ோ

ೇ
  =   1   +   ோ

య
మ(ோ)

  =   1   +  ଶ
ଷ
  =    ହ

ଷ
   (9.103) 

 

This  is  the  case  whether  the  ideal  gas  is  degenerate  or  not. 
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For  relativistic  gas,   

ೇ
ು
  =    ೇ

ೇ
  +  ோ

ೇ
  =   1   +   ோ

ଷ(ோ)
  =   1   +  ଵ

ଷ
  =    ସ

ଷ
   (9.104) 

 

The  adiabatic  index  also  applies  for  both  the  degenerate  or  non-degenerate  cases  of  relativistic  

gas. 

In  the  case  of  ionization,  part  of  the  heat  that  goes  into  increasing  the  kinetic  energy  of  

the  matter  gets  redirected  into  ionizing  the  matter  instead.    As  a  consequence,  the  temperature  

doesn't  rise  as  much,  which  indicates  a  larger  value  for  the  specific  heats  each  in  a  partial  

ionization  zone.    For  increasing  Cp  and  Cv,  the  value  of  𝛾  approaches  unity  (value  of  one).    A  

lower  value  for  𝛾  implies  increased  ionization  for  the  involved  zone  in  question  (Carroll  B.  W.,  

An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996). 

 

What  occurs  during  convection  is  that  a  heated  bubble  of  gas  or  plasma  rises  and  expands  

(adiabatically,  or  without  any  heat  exchange)  and  travels  through  the  star's  inner  layers.    At  some  

point  it  loses  its  excess  heat  and  thermalizes,  dissolving  into  the  surrounding  gases.    To  

understand  the  conditions  for  convection,  we  start  with  a  relation  for  the  pressure  gradient: 

𝑃 =   𝜅𝜌ఊ                (6.126)                                        ௗ
ௗ
=   ்

ఓ  ಹ

ௗఘ
ௗ
+ ఘ  

ఓ  ಹ

ௗ்
ௗ
− ଵ

ఓమ
  ்
ಹ

ௗఓ
ௗ

        (9.105a) 

                                                                  = 
ఘ
ௗఘ
ௗ
+ 

்
ௗ்
ௗ
− 

ఓ
ௗఓ
ௗ

                   (9.105b) 

 

Setting  𝜇  as  a  constant  and  invoking  another  pressure  relation: 

ௗ
ௗ
=   𝜅    𝛾  𝜌ఊିଵ   ௗఘ

ௗ
     (9.106) 

ௗఘ
ௗ
= ଵ

ఊ
  𝜌ଵିఊ ௗ

ௗ
     (9.107) 
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Inserting  (9.106)  into  the  above  equation  (9.107)  and  isolating  the  pressure  gradient  term  gives  

us: 

ௗ
ௗ
ቀ1 − ଵ

ఊ
  𝜌ଵିఊ 

ఘ
ቁ = 

்
ௗ்
ௗ

     (9.108) 

ௗ
ௗ
ቀ1 − ఘംషభ

ఊ
  𝜌ଵିఊቁ = 

்
ௗ்
ௗ

     (9.109) 

ௗ
ௗ
ቀ1 − ଵ

ఊ
ቁ = 

்
ௗ்
ௗ
  →      ቀ1 − ଵ

ఊ
ቁ = 

்
ௗ்
ௗ
= ௗ ୪୬்

ௗ ୪୬
             (9.110) 

 

For  convection  to  occur,  the  following  condition  must  be  satisfied: 

ௗ ୪୬்
ௗ ୪୬

  <    ఊିଵ
ఊ

      (9.111) 

 

Convection  and  radiation  both  transport  energy  simultaneously  so  conditions  exist  in  the  

case  one  can  dominate  over  the  other.    Advection  also  transports  energy  in  the  case  of  accretion  

disks  due  to  gravity. 

The  temperature  gradient  determines  which  mechanism  prevails  in  its  operation.    To  

understand  the  events  that  occur  with  convection,  the  physical  event  must  be  discussed  in  more  

detail.    A  bubble  of  gas  rises  towards  the  surface,  traveling  a  distance  dr. 

If  the  bubble's  density  is  less  than  that  of  its  surroundings,  it  will  rise  accordingly.    The  buoyant  

force  acting  on  the  bubble  can  be  expressed  by  the  following  equation: 

𝑓 = 𝜌௦  𝑔                         (9.112) 

where  𝜌௦  =  fluid  density,  g  is  the  local  acceleration  and  fB  is  the  buoyant  force  per  unit  volume. 

 

Another  force  acts  in  opposition  to  the  buoyant  force:  the  gravitational  force: 



 232 

𝑓 = 𝜌  𝑔      (9.113) 

and  a  net  force  acting  upon  the  bubble  can  be  expressed  as: 

𝑓ோ் = −𝑔  𝛿𝜌            𝛿𝜌 = 𝜌 −  𝜌௦    (9.114a,b) 

If  the  bubble  increases  its  density  in  relation  to  its  surroundings  after  traveling  a  distance,  the  

bubble  will  sink  and  convection  will  stop.     

 

In  the  case  that    𝜌    <  𝜌௦      (bubble  density  less  than  surrounding  density),          (9.115) 

the  bubble  will  continue  its  rise  and  convection  ensues  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  

Modern  Astrophysics,  1996).    To  determine  the  condition  for  convection,  we  start  with  the  

premise  that  the  bubble  is  in  near  thermal  equilibrium  (𝑇 ≈ 𝑇௦)  and      𝜌 ≈ 𝜌௦.                   (9.116a,b) 

 

The  bubble  expands  adiabatically  and  the  pressures  involved  remain  equal  throughout  the  event;;        

                                   𝑃 = 𝑃௦.           (9.117) 

The  bubble  moves  over  a  certain  distance: 

(Bubble)                                            𝜌   ≈   𝜌 +
ௗఘ
ௗ
ቚ

  𝑑𝑟    (9.118) 

(Surroundings)                        𝜌௦   ≈    𝜌௦ +
ௗఘ
ௗ
ቚ
௦
  𝑑𝑟                               (9.119) 

Assuming  the  densities  of  the  bubble  and  surroundings  remain  nearly  equal,  the  condition  gives  

us: 

ௗఘ
ௗ
ቚ

<    ௗఘ

ௗ
ቚ
௦
        (9.120) 

 

Focusing  on  the  adiabatic  relationship  between  pressure  and  density: 

𝑃 =   𝜅𝜌ఊ          (9.121) 
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ௗ
ௗ
=   𝜅    𝛾  𝜌ఊିଵ   ௗఘ

ௗ
= ఊ

ఘ
ௗఘ
ௗ

           (9.122) 

 

Inserting  this  into  the  condition  (8.184)  gives  us: 

ଵ
ఊ
ఘ
್


್
ௗ
ௗ
ቚ

< ଵ

ఊ
ఘ
ೞ


ೞ 
ௗ
ௗ
ቚ
௦
− 

ೞ

்
ೞ
ௗ்
ௗ
ቚ
௦
൨              (9.123) 

Since  Pb  =  Ps,  (8.146)   ௗ
ௗ
ቚ

= ௗ

ௗ
ቚ
௦
= ௗ

ௗ
        (9.124) 

The  equation  becomes: 

ଵ
ఊ
ௗ
ௗ
< ௗ

ௗ
−  

ೞ

்
ೞ
ௗ்
ௗ
ቚ
௦
               (9.125) 

ቀ1 − ଵ
ఊ
ቁ  ௗ்

ௗ
<   − 

்
  ௗ்
ௗ
ቚ
௧

                        (9.126) 

ቀଵ
ఊ
− 1ቁ ୪୬

୪୬்
>   ௗ்

ௗ
ቚ
௧
                         (9.127) 

  ௗ்
ௗ
ቚ
ௗ

>   ௗ்
ௗ
ቚ
௧

     (9.128) 

The  condition  for  convection  to  occur  is  that  the  adiabatic  temperature  gradient  be  greater  

than  the  actual  temperature  gradient.    As  temperature  decreases  inside  the  star  with  increasing  

radius,  the  temperature  gradient  is  negative: 

ௗ்
ௗ
< 0              (9.129) 

 

The  inequality  is  written  then  as: 

  ௗ்
ௗ
ቚ
௧

  >      ௗ்
ௗ
ቚ
ௗ

           (9.130) 

 

In  the  case  the  actual  temperature  gradient  is  superadiabatic  (larger  than  the  adiabatic  

temperature  gradient),  convection  occurs.    Convection  will  only  occur  when  the  following  four  
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conditions  are  met:  (1)  the  stellar  opacity  is  large,  which  indicates  an  extremely  sharp  

temperature  gradient  enabling  radiative  transport;;  (2)  an  area  where  ionization  is  happening,  

creating  a  higher  specific  heat  and  lowered  adiabatic  temperature  gradient;;  (3)  the  gravitational  

acceleration  is  low  (meaning  lower  adiabatic  gradient),  and  (4)  the  nuclear  energy  generation  rate  

temperature  dependence  is  large,  incurring  a  sharp  radiative  flux  gradient  and  large  temperature  

gradient. 

 

The  first  three  conditions  occur  readily  in  most  stars  while  the  fourth  tends  to  occur  deep  

within  stellar  interiors,  and  tends  to  occur  at  a  later  stage  in  the  star's  evolution,  when  

temperature-dependent  CNO  cycle  or  triple-alpha  processes  are  happening  within  the  star  

(Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  Astrophysics,  1996). 

 

 

Determining  the  Adiabatic  Index  in  the  Outermost  Layer  of  a  Star 

 

We  are  interested  in  determining  the  adiabatic  index  in  an  outermost  layer  of  an  

oscillating  body.    A  method  for  detecting  it  was  developed  recently.    The  effective  adiabatic  

index  can  be  determined  for  the  outermost  layer  of  a  star,  using  observations  of  a  slow-moving  

magnetohydrodynamical  wave  in  the  corona  (Van  Doorsselaere,  2011).    One  such  observation  

was  made  for  the  Sun  using  the  Extreme-ultraviolet  Imaging  Spectrometer  on  Hinode.    The  

spectrometer  was  used  to  detect  oscillations  in  the  electron  density  using  the  CHIANTI  atomic  

database  for  the  spectroscopy.     
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A  relationship  between  the  relative  density  and  temperature  perturbations  was  determined  

from  the  time-dependent  wave  signals  from  multiple  spectra  lines,  which  found  an  effective  

adiabatic  index  of  1.10  ±  0.02.    This  indicates  the  gas  is  highly  ionized  since  the  ratio  of  specific  

heats  approach  unity.    The  adiabatic  index  plays  an  important  part  in  solar  and  stellar  models,  as  

well  as  natural  plasma  systems  where  it  regulates  the  energetics  of  monatomic  plasma.    An  

adiabatic  index  of  𝛾  =  5/3  is  often  invoked  in  most  cases,  and  determining  the  precise  value  of  𝛾  

also  enables  more  complicated  physics  (thermal  conduction  and  radiative  cooling)  to  be  

explored.    The  measurement  was  made  of  the  temperature  and  density  dynamics  in  a  coronal  

loop.    The  comparison  of  the  two  quantities  yielded  the  effective  adiabatic  index  in  the  corona.    

The  effective  adiabatic  index  bears  information  about  the  thermal  properties  of  the  corona.    

Coronal  seismology  techniques  were  used  to  get  results,  which  combined  with  the  

magnetohydrodynamical  theory  of  waves  in  structured  plasmas  enables  measurement  of  the  

intrinsic  physical  quantities  (Roberts,  1983).     

 

It  was  recently  shown  that  the  corona  and  chromosphere  of  the  sun  manifested  transverse  

waves  (Tomczyk,  2007)  (De  Pontieu,  2007).    Slow  magneto-acoustic  waves  can  be  detected  as  

periodic  variations  in  intensity  and  Doppler  shifts,  given  that  the  observations  are  made  along  the  

line  of  sight.    Perturbations  in  velocity  and  intensity  were  observed  using  SOHO  to  single  out  hot  

corona  lines  containing  FE  XIX  and  Fe  XXI  (Wang  T.  S.,  2002)  (Wang  T.  S.,  2003).    Accretion  

disks  also  typically  exhibit  iron  lines  in  their  spectra.     

 

The  perturbations  were  taken  as  standing  magneto-acoustic  waves  due  to  the  quarter-

period  phase  shift  between  the  velocity  and  intensity  oscillations.    Other  observations  confirmed  
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the  assessment  of  the  disturbances  being  slow  magneto-acoustic  modes  with  periods  of  

approximately  5  minutes  (De  Moortel  L.  H.,  2002)  (King,  2003)  (Robbrecht,  2001).    The  

perturbations  were  taken  for  slow-moving  magneto-acoustic  modes  due  to  their  propagation  

speeds  being  less  than  the  local  sound  speed,  moving  along  magnetic  field  lines.    The  CHIANTI  

software  was  used  to  determine  the  density  from  the  line  ratio  of  FE  XII  and  FE  XIII  spectral  

lines  while  taking  the  density  variations  in  account.    The  electron  density  is  expected  to  be  

oscillating  in  phase  with  the  intensity  and  the  temperature  variations  mirror  the  trend.     

 

Linearized  MHD  theory  gives  us  the  following  equation  (Goosens,  2003): 

ఘᇲ

ఘబ
= ଵ

ఊ

ᇱ
బ
= ଵ

ఊିଵ
்ᇲ

బ்
;       (9.131) 

with  𝜌  being  the  mass  density,    P  the  gas  pressure,  and  T  the  temperature.    The  '  subscript  denotes  

perturbed  quantities  and  the  0  subscript  denotes  the  equilibrium  quantities.     

 

For  this  equation,  the  equation  of  state  follows  a  polytropic  relation  𝑃 = 𝜅𝜌ఊ;          (9.132) 

with  the  effective  adiabatic  index  𝛾.     

 

The  observable  quantities  bear  a  linear  relationship  summarized  by  the  equation.    The  

implication  of  the  effective  adiabatic  index  veering  from  a  value  of  5/3  means  the  energy  

equation  in  the  MHD  equations  cannot  be  invoked  with  an  adiabatic  form  using  small  correction  

terms  for  energy  losses  and  gains.    Certain  factors  must  serve  to  lower  the  adiabatic  index  (such  

as  thermal  conduction,  radiative  losses,  and  turbulence).    For  the  corona,  the  low  amplitude  of  

the  temperature  variations  indicates  that  thermal  conduction  is  very  efficient,  which  was  

predicted  by  others  (De  Moortel  L.  H.,  2003).    Thermal  conduction  introduces  a  phase  shift  
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between  the  density  and  temperature  perturbations.    The  phase  shift  is  defined  by  the  equation  as: 

tan𝜙 = (ఊିଵ) బ்
బఠ

;      (9.133) 

with  κII  =  κ0  T0  5/2,                (9.134) 

being  the  parallel  thermal  conduction,  and  the  density  and  temperature  variations  following  the  

equation    𝑒(ఠ௧ି௭)  with  frequency  𝜔,  the  wave  number  k,  time  t,  and  z  as  the  direction  of  the  

magnetic  field.     

De  Moortel  and  Hood  (De  Moortel  L.  H.,  2003)  found  a  relation  for  the  adiabatic  index  

that  can  be  determined  from  the  phase  shift  between  perturbations:  

𝐴் = cos𝜙 (𝛾 − 1)𝐴ఘ;     (9.135) 

for  cases  when  thermal  conduction  is  not  negligible.    AT  is  the  relative  oscillation  amplitude  of  

the  temperature  and  𝐴ఘ    is  the  relative  oscillation  amplitude  for  the  density.     

The  adiabatic  index  given  for  the  corona  is  1.17,  which  is  higher  than  the  given  value  of  the  

earlier  equation.    This  approach  can  be  applied  in  observations  of  accretion  disks'  spectra,  

especially  focused  on  the  area  of  inner  edges  of  the  disks,  where  the  QPO  signals  originate  from.    

The  reflection  edge  is  one  of  several  qualifying  candidates  for  the  inner  edge  of  an  accretion  

disk,  where  it  is  defined  as  the  smallest  radius  capable  of  producing  a  florescent  iron  line.     

The  iron  𝐾ఈ  fluorescent  line  is  a  characteristic  feature  observed  in  numerous  accretion  

disks  and  its  intensity  and  shape  is  dependent  on  the  conditions  near  the  inner  edge.    Doppler  

shifts  and  intensity  variations  can  be  used  to  determine  the  adiabatic  index  using  the  correct  

approach  with  the  observation  data  and  singling  out  the  diagnostic  features  in  the  power  

spectrum.  The  adiabatic  index  being  determined  through  this  method  can  be  used  as  a  criterion  to  

isolate  the  ratio  of  a/M  from  the  helioseismological  approach  applied  to  the  QPO  frequency  

expression.     
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This  along  with  a  high  resolution  observation  and  measurement  of  the  event  horizon  as  

well  as  determining  the  location  of  the  ISCO  through  a  drop-off  in  the  quality  factor  

measurement  in  the  power  spectrum  of  any  observations  of  the  same  candidate  will  give  a  more  

precise  measurement  of  both  the  compact  object's  mass  and  angular  momentum. 
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CHAPTER  X 

PULSATION  ACTIVITY 

 

We  now  look  at  the  implications  that  come  from  the  pulsations  within  the  accretion  disk  

gas.    Pulsations  can  reveal  details  of  the  interior  of  a  stellar  object.    The  radial  oscillations  of  a  

pulsating  star  are  a  result  of  sound  waves  resonating  through  the  stellar  interior.    The  sound  

waves  involved  in  the  radial  modes  of  stellar  pulsation  are  standing  waves,  akin  to  these  that  

happen  in  an  organ  pipe  capable  of  several  modes  of  oscillation.    The  wave  of  each  mode  has  one  

node  (fixed  point)  where  the  gases  do  not  move,  and  one  anti-node  (moving  point)  at  the  star's  

surfaces  where  the  gases  can  undulate.    The  fundamental  mode  has  the  gas  moving  in  the  same  

direction  at  every  point  along  the  pipe  or  the  radial  direction  within  the  star.    The  first  overtone  

has  a  node  between  the  center  and  the  surface  with  the  gases  moving  in  opposite  directions  of  

each  side  of  the  node,  and  the  second  overtone  has  two  nodes.    The  fractional  displacement,  ఋோ
ோ
,  

is  the  amount  of  displacement  of  the  stellar  material  from  its  equilibrium  position  relative  to  the  

radial  extent  of  the  star.    The  radial  modes  have  the  motion  of  the  stellar  material  confined  to  the  

surface.    The  majority  of  the  Cepheids  pulsate  in  the  fundamental  mode.     

The  displacement  ఋோ
ோ
  also  follows  an  exponential  equation: 

𝛿𝑅 = 𝑅  𝑒±ఠ௧;      (10.1) 

          where  𝜔 = ට(3𝛾 − 4)(ீெ
ோయ
);               (10.2) 



 240 

for  values  of  𝛾  >  4/3,  the  exponent  is  positive  and  the  displacement  moves  in  a  pulsation  

(sinsoidal)  pattern.    If  𝛾  <  4/3,  the  exponent  is  negative  and  the  displacement  is  of  the  form  

𝛿𝑅 = 𝐴  𝑒ି௧;  where  the  displacement  approaches  a  floor  value  of  zero.    The  value  of  𝛾  

determines  the  dynamical  stability  of  a  star  and  when  𝛾  <  4/3,  the  star  is  doomed  to  gravitational  

collapse.     

In  terms  of  the  accretion  disk,  as  the  value  of  𝛾  approaches  4/3,  and  drops  beyond  that  

value  near  the  compact  object,  the  stellar  material  will  undergo  gravitational  collapse.    This  is  

also  the  criterion  that  occurs  with  white  dwarfs  when  electron  degeneracy  pressure  fails  as  the  

adiabatic  index  𝛾  approaches  the  relativistic  value  of  4/3  and  they  succumb  to  gravitational  

collapse.    The  increase  in  gas  pressure  cannot  overcome  the  inward  pull  of  gravity  and  cause  the  

mass  shell  to  rebound  outward.     

 

The  range  in  space  where  matter  obeys  a  polytropic  equation  of  state  with  an  adiabatic  

index  𝛾  >  4/3  is  dynamically  stable.    At  the  place  where  𝛾    =  4/3,  gravitational  collapse  is  the  fate  

for  matter  in  that  region.    The  equation  of  state  that  matter  obeys  in  an  accretion  disk  obey  a  

polytrope  with  an  adiabatic  index  higher  than  4/3,  especially  at  the  accretion  disk  inner  edge.     

The  QPO  signal  lends  an  insight  into  what  happens  at  the  inner  edge  with  increased  spin.     

As  the  spin  value  a  approaches  the  maximum  value  a  =  M,  the  ISCO  (rms)  approaches  the  same  

radius  as  the  event  horizon  at  the  same  value  and  the  accretion  disk  inner  edge  meets  the  edge  of  

the  black  hole.     
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Figure  19.    Lengths  of  Event  Horizon  versus  ISCO  (Marginally  Stable  Circular  Orbit)  versus  

Spin. 

The  upper  line  is  the  curve  representing  the  length  of  the  ISCO  or  rms,  and  the  lower  line  

is  the  curve  representing  the  length  of  the  event  horizon  of  the  compact  object  (also  denoted  as  

𝑟ு).    At  maximal  spin,  the  ISCO  and  the  event  horizon  coincide  at  the  same  radius. 

Using  the  QPO  frequency  equation  along  with  the  helioseismological  expression,  it  yields  

two  expressions  for  the  fractional  displacement  (range  of  pulsation  along  the  radial  extent  of  the  

stellar  body,  provided  𝛾  >  4/3)  for  each  epicyclic  frequency  expression. 

 

The  radial  fractional  displacement  and  vertical  fractional  displacement  are  calculated  at  

the  fixed  radius  r  =  rms,  and  then  plotted  for  varying  values  of  𝛾  versus  varying  values  of  a. 

The  significance  of  the  radial  fractional  displacement  is  linked  to  the  net  work  done  within  the  

gaseous  atmosphere  of  the  astronomical  body.    Positive  values  indicate  a  positive  work  done,  and  

negative  values  indicate  a  negative  work  done.     
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If  the  work  is  positive,  the  gas  does  work  on  the  surroundings,  and  if  negative,  the  

surroundings  do  work  on  the  gas  instead  (Carroll  B.  W.,  An  Introduction  to  Modern  

Astrophysics,  1996).    According  to  the  first  law  of  thermodynamics,  in  a  reversible  process,  an  

increment  of  heat  𝛿𝑄  absorbed  by  an  element  of  gas  during  an  incremental  change  of  state,  must  

equal  a  sum  of  incremental  change  of  internal  energy  dU  of  the  sample,  and  the  incremental  

work  𝛿𝑊  done  on  the  surroundings: 

𝑑𝑄 = 𝑑𝑈 + 𝛿𝑊;                 (10.3) 

 

The  quantity  𝛿𝑊  is  positive  if  the  gas  element  absorbs  heat  as  is  the  latter  when  it  does  work  on  

the  surroundings.    The  net  work  done  by  the  gas  over  a  cycle  equals  the  total  heat  absorbed: 

𝑊 = ∮𝑑𝑄 ;          (10.4) 

The  work  must  be  positive  for  pulsations  to  occur.    If  heat  is  released  (𝛿𝑄 < 0),  the  work  

is  negative.    Regions  that  do  positive  work  drive  the  pulsations  in  the  atmosphere,  and  regions  

that  do  negative  work  are  dissipative. 

The  radial  fractional  displacement  has  a  solution  for  a  fixed  radius,  set  at  the  ISCO.    The  

first  has  a  smaller  range  of  pulsation  (for  𝛾  =  5/3);;  a  negative  (inward  ~  -0.05)  pulsation  range  

for  both  low  and  high  values  of  a.    For  all  values  of  a,  the  pulsation  is  positive.    As  the  spin  

approaches  a  =  M,  the  displacement  turns  upward  again  and  grows  larger  in  magnitude,  

approaching  infinity,  which  meets  expectations  when  one  considers  the  inner  edge  approaching  

the  event  horizon  at  that  spin  value.    It  would  be  taken  as  a  drastic  response  to  the  approaching  

contraction  of  the  marginally  stable  circular  orbit  (ISCO)  towards  the  event  horizon  of  the  

compact  object. 
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The  Fractional  Displacement  Solutions  of  the  Simple  Harmonic  Oscillator  Equation 
 

 
 

 

Figure  20.    First  solution  of  the  radial  fractional  displacement  versus  spin. 

 

For  the  radial  fractional  displacement,  the  values  are  positive  for  the  majority  of  values  of  

spin  parameter  a  (in  Figure  20),  for  all  adiabatic  index  values,  when  the  displacement  remains  

positive  and  dips  for  increasing  spin,  and  jumps  towards  positive  infinity  with  near  maximal  

spin,  suggesting  an  dynamic  instability  incurring  for  that  spin  value  (resulting  in  an  explosive  

expansion  in  the  gas),  even  with  a  high  adiabatic  index.    The  lower  the  value  of  the  adiabatic  

index,  the  sooner  the  dynamic  instability  in  the  inner  disk  occurs,  and  occurs  for  that  of  

relativistic  gas  the  soonest.     

Even  with  adiabatic  index  𝛾  =  5/3,  the  spin  of  the  black  hole  modifies  gravity  such  that  it  

causes  a  dynamical  instability  even  for  non-relativistic  gas,  meaning  the  value  of  a  =  1.0  turns  

into  an  asymptote  that  all  curves  for  all  values  of  𝛾  turn  sharply  to  avoid,  towards  infinity.    As  
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depicted  in  Figure  19,  for  the  vast  majority  of  spin  values,  with  varying  values  of  the  adiabatic  

index,  the  radial  displacement  is  positive. 

For  decreasing  values  of  𝛾,  the  radial  fractional  displacement  diminishes  in  magnitude  and  then  

increases  slowly,  finally  approaching  the  asymptote  at  the  maximal  value  of  a  =  M,  indicating  an  

explosive  expansion.     

 

The  first  solution  for  the  vertical  fractional  displacement  (Figure  21)  are  all  positive  (for  

all  values  of  𝛾)  and  starts  from  a  floor  value  that  varies  for  each  adiabatic  index,  then  increases  

for  increasing  values  of  𝛾  and  reaches  a  ceiling  of  2.0  at  a  =  M  for  non-relativistic  gas,  and  0.7  

for  relativistic  gas.    Pulsation  occurs  in  the  vertical  direction,  for  all  values  of  a,  and  most  

strongly  for  ideal  gas  for  maximal  spin.     

 

 

Figure  21.    First  solution  of  the  vertical  fractional  displacement  versus  spin. 
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The  other  adiabatic  indices  show  positive  work  for  increasing  spin,  and  the  index  of  

relativistic  gas  shows  positive  work  even  only  near  maximal  spin  for  the  first  solution.    This  is  

the  first  solution  to  the  vertical  fractional  displacement  at  a  fixed  radius,  the  ISCO,  plotted  versus  

spin  parameter  a  (Figure  21).    For  ideal  gas,  the  displacement  is  positive  and  increases  with  spin,  

indicating  positive  work  is  done  and  increases  with  spin  until  it  reaches  a  maximal  value  then  

takes  a  slight  turn.    Even  with  a  slight  decrease  in  the  adiabatic  index,  the  displacement  turns  

negative  and  the  work  done  becomes  negative  although  for  all  adiabatic  index  values,  the  

displacement  and  by  inference,  the  work  becomes  positive,  eventually  with  increasing  spin.     

With  relativistic  gas,  the  work  does  not  become  positive  until  near  maximal  spin.    There  

are  pulsations  in  the  gas  atmosphere  of  the  disk  for  positive  displacements,  and  none  for  negative  

displacements  due  to  the  dissipative  energy  that  inhibit  such  pulsation  activity.  This  would  

indicate  the  QPO  frequency  versus  the  pulsations  is  not  dependent  on  the  nature  of  the  gas  as  it  is  

advected  past  the  ISCO.     

 

 

Figure  22.    First  Radial  Displacement  for  fixed  index  =  5/3. 
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Figure  23.    First  Radial  Displacement  for  fixed  index  =  3/2. 

 

 

Figure  24.    First  Radial  Displacement  for  fixed  index  =  4/3. 

The  real  values  of  the  radial  displacement  for  varying  values  of  the  adiabatic  index,  from  

5/3  (ideal  gas)  to  4/3  (relativistic  gas),  are  plotted  over  a  radial  range  in  terms  of  Schwarzschild  

radii  (in  Figures  22,  23,  and  24).    For  non-relativistic  gas,  the  radial  displacement  is  in  the  form  
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of  a  steep  peak  that  rises  to  a  high  amplitude  near  the  inner  disk  edge  then  drops  from  there  to  a  

smooth  curve  that  approaches  a  horizontal  asymptote  of  1.0,  for  radial  values  beyond  the  ISCO.    

As  the  spin  decreases,  the  peak  gets  shallower  and  wider,  indicating  a  wider  dispersal  in  the  work  

being  done  within  the  inner  disk  in  a  widening  ring  that  extends  outward.    The  increased  spin  

would  have  the  opposite  effect,  with  the  work  becoming  increased  localized  within  a  narrowing  

ring  set  at  the  ISCO  and  radiating  outward.     

 

As  the  adiabatic  index  drops  towards  a  mix  of  relativistic  and  ideal  gases,  the  radial  

displacement  culminates  in  a  shallower  peak  that  also  is  shallower  and  wider  for  low  spin,  then  

the  displacement  curve  becomes  narrower  and  the  peak  shifts  to  a  higher  amplitude.    The  radial  

displacement  is  of  a  lower  magnitude  than  that  of  non-relativistic  gas,  indicating  a  decrease  in  

the  adiabatic  index  shows  an  inhibition  in  the  work  driving  the  pulsations.    Maximal  spin  shows  

a  steeper  peak  with  a  narrower  width  and  a  more  depressed  distribution  in  the  radial  

displacement  with  increasing  radial  distance.    In  the  case  of  non-relativistic  gas,  and  an  even  mix  

of  ideal  and  relativistic  gas,  pulsation  activity  is  supported  at  all  radial  ranges  outward  from  the  

ISCO.    Even  with  increasing  spin,  the  pulsation  becomes  more  concentrated  towards  the  inner  

disk  edge,  especially  with  decreasing  adiabatic  index  values. 

 

With  relativistic  gas,  for  zero  spin,  the  radial  displacement  starts  out  from  a  value  of  1.0  

and  then  decreases  gradually  from  that  value  outward  over  increasing  radial  values.    A  peculiar  

trend  occurs  when  the  spin  increases  and  the  amplitude  of  the  displacement  decreases  but  the  

displacement  also  decreases  gradually  over  all  outward  radii,  and  then  at  some  point,  as  the  spin  

further  increases,  the  displacement  increases  in  magnitude  at  the  inner  disk  edge  and  the  curve  



 248 

drops  more  sharply  and  plunges  beneath  the  x-axis  into  negative  territory.    With  increasing  spin,  

the  curve  reaches  negative  values  at  higher  radial  values  but  the  displacement  is  even  more  

negative.    This  indicates  the  presence  of  negative  work  being  done  within  the  inner  disk  and  

suppressing  pulsations  in  the  region.      For  relativistic  gas,  the  spin  of  the  compact  object  acts  to  

suppress  pulsation  activity  in  the  inner  disk,  which  indicates  there  would  be  no  expected  QPO  

signals  for  a  high  enough  spin,  in  the  case  of  relativistic  gas  at  the  ISCO.       

 

 

Figure  25.    Parameter  space  for  adiabatic  index  versus  a  (First  Radial  Displacement  Solution).       

 

The  plotted  parameter  𝛾  versus  a*  (Figure  25)  shows  the  constraint  of  𝛾  versus  the  dimensionless  

ratio  for  a*  (a*  =  a/M),  so  it  satisfies  the  epicyclical  frequency  expressions  (equations  8.129  and  

8.130)  as  plotted  on  a  two-dimensional  curve  in  three-dimensional  space  (𝛾  vs.  a*  vs.  
ఋோ
ோబ
).     
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Figure  26.    Parameter  space  for  adiabatic  index  versus  a  (First  Radial  Displacement  Solution).       

 

The  fractional  displacement  is  positive  for  all  values  of  the  adiabatic  index  and  all  spin  

values.    Since  the  displacement  is  positive,  it  indicates  positive  work  being  done  for  any  spin.    

Near  maximal  spin,  the  adiabatic  index  affects  the  displacement  significantly.    For  non-

relativistic  gas,  it  increases  to  about  50  percent  of  the  value  for  zero  spin.    For  relativistic  gas,  

there  is  an  extreme  response  to  the  spin  in  such  that  the  displacement  shoots  up  from  a  floor  

value  for  median  to  near  maximal  spin  values,  to  2.0.    The  value  for  the  same  index  in  the  case  of  

zero  spin  is  approximately  0.25,  indicating  an  eight-fold  increase  in  the  displacement. 

A  lower  displacement  indicates  less  work  being  done  and  less  heat  gain  for  median  to  

near  maximal  spin,  for  relativistic  gas,  than  for  zero  spin  or  maximal  spin.    A  similar  trend  occurs  

for  non-relativistic  gas  although  the  trend  is  not  as  extreme  as  in  the  relativistic  gas  case.     
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Figure  27.    First  Vertical  Displacement  for  fixed  index  =  5/3. 

 

 

Figure  28.    First  Vertical  Displacement  for  fixed  index  =  3/2. 
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Figure  29.    First  Vertical  Displacement  for  fixed  index  =  4/3. 

 

The  solution  to  the  vertical  fractional  displacement  is  positive  for  all  values  of  spin  

parameter  a  for  all  radii  outside  a  particular  extent,  and  approaches  zero  with  increasing  radial  

value,  for  non-relativistic  ideal  gas  (Figure  27).    As  the  adiabatic  index  goes  to  an  even  mix  of  

ideal  and  relativistic  gases  (Figure  28),  the  vertical  fractional  displacement  drops  in  magnitude.    

For  zero  spin,  the  displacement  is  a  consistent  flat  value  at  0.5  at  all  radii  and  for  increasing  spin,  

becomes  a  curve  with  a  peak  just  outside  the  ISCO.    As  the  spin  increases,  the  curve  shifts  

outward  and  widens.    This  would  indicate  positive  work  being  done  and  heat  being  retained  in  an  

annular  region  that  would  widen  and  shift  outward  with  increased  spin.     

 

As  the  adiabatic  index  approaches  the  value  of  relativistic  gas  (Figure  29),  the  fractional  

displacement  for  each  spin  value  drops  in  magnitude  and  manifests  as  a  curve  that  extends  out  

and  decreases  in  value  over  a  radial  range.    Zero  spin  shows  no  curve  for  relativistic  gas  

indicating  that  there  would  be  no  displacement  for  a  stationary  black  hole  with  relativistic  gas  at  
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the  ISCO.    This  would  indicate  that  the  gas  would  not  likely  be  relativistic  at  the  ISCO  in  such  a  

case  and  there  would  be  no  QPO  signal  apparent.    The  increased  spin  causes  the  displacement  

curve  to  shift  outward  and  widen  as  well.    But  the  displacement  reaches  a  lower  amplitude  with  

the  highest  value  for  near  maximal  spin.    Positive  work  is  done  in  this  case  as  well  and  the  heat  is  

retained  in  a  small  annular  region  just  outside  the  inner  disk  edge  that  broadens  slowly  with  

increasing  spin.    In  the  immediate  vicinity  of  the  black  hole,  there  is  negative  pulsation  meaning  

there  is  a  loss  in  the  heat,  which  would  be  consistent  with  the  heat  being  rapidly  absorbed  

through  the  event  horizon.   

 

 

Figure  30.    Parameter  space  for  adiabatic  index  versus  a*  (Vertical  displacement  solution). 
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Figure  31.    Parameter  Space  for  the  adiabatic  index  versus  a*    (Vertical  Displacement  Solution) 

 

The  parameter  space  as  defined  by  the  solution  for  the  vertical  fractional  displacement  

(Figure  31)  is  positive  for  all  spin  values  and  all  adiabatic  indexes.    A  higher  spin  induces  a  larger  

vertical  displacement  for  non-relativistic  gas,  indicating  a  higher  range  in  pulsation  in  the  vertical  

direction.    The  opposite  trend  shows  the  opposite  behavior:  zero  spin  with  relativistic  gas  shows  

a  minimal  vertical  displacement.    Even  with  zero  spin,  ideal  gas  shows  a  vertical  displacement  of  

1.0,  and  it  increases  from  there  as  the  spin  increases.    The  relativistic  gas  climbs  to  

approximately  the  same  vertical  displacement  as  non-relativistic  gas  (at  zero  spin)  with  high  spin  

values  and  the  displacement  builds  to  a  maximum  for  maximal  spin  (in  either  the  ideal  or  

relativistic  gas  case).     
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The  Radial  Displacement  Solutions  of  the  Elliptic  Equation 

  

 The  solution  to  the  elliptic  equation  was  calculated  numerically  and  plotted  for  different  

values  of  the  adiabatic  index.    For  each  varying  value  of  the  adiabatic  index,  there  was  a  

corresponding  frequency  and  change  in  the  range  of  the  radial  fractional  displacement.    A  general  

trend  was  discovered  in  the  changes  in  the  frequencies  and  the  radial  displacements.    This  

implies  the  nature  of  the  gas  affects  the  periodicity  and  range  of  pulsation  in  the  gas.    This  can  be  

used  as  a  diagnostic  into  the  inner  disk  and  determine  how  the  gas  behaves  as  determined  by  the  

measured  frequency  from  that  region. 

The  first  figure  (Figure  32)  is  a  graph  of  the  radial  displacement  for  ideal  gas,  with  an  

index  of  5/3.    The  radial  displacement  oscillates  from  a  low  negative  value  (-0.05)  to  a  higher  

value  of  (+0.5).    The  period  is  2.18267  seconds,  which  can  be  detected  and  approximated  from  a  

visual  observation  of  the  graph.     

 

 

Figure  32.    The  Radial  Displacement  for  𝛾 = 5/3  for  the  elliptic  equation  solution  for  the  radial  

displacement  calculated  numerically. 
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Figure  33.    The  Radial  Displacement  for  𝛾 = 1.6  for  the  elliptic  equation  solution  for  the  radial  

displacement  calculated  numerically. 

 

 The  radial  displacement  is  identical  to  that  for  𝛾  =  5/3.    The  displacement  increases  

slightly  in  both  directions.    The  period  is  2.284  seconds  for  𝛾 = 1.6. 

 

Figure  34.    The  Radial  Displacement  for  𝛾 = ଷ
ଶ
  for  the  elliptic  equation  solution  for  the  radial  

displacement  calculated  numerically. 
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The  radial  displacement  continues  to  increase  in  both  directions  and  the  period  is  also  

increasing  in  duration.    The  period  in  this  case  is  2.44  seconds.    As  the  adiabatic  index  drops,  the  

pulsation  grows  stronger  in  magnitude  and  the  period  increases  in  time.     

 

 

 

Figure  35.    The  Radial  Displacement  for  𝛾 = 1.4  for  the  elliptic  equation  solution  for  the  radial  

displacement  calculated  numerically. 

 

The  displacement  also  continue  to  grow  larger  in  both  directions  and  the  minimum  occur  

near        (-0.10)  and  the  maximum  near  (0.60)  for  near-relativistic  gas.    The  period  for  this  case  is  

2.617  seconds.    The  behavior  from  this  graph  confirms  a  continued  trend  in  the  pulsation  and  

period  changes.     
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Figure  36.    The  Radial  Displacement  for  𝛾 = ସ
ଷ
    for  the  elliptic  equation  solution  for  the  radial  

displacement  calculated  numerically. 

 

 For  relativistic  gas  as  depicted  by  Figure  36,  the  radial  displacements  are  the  largest  and  

reach  both  the  highest  and  lowest  values  of  any  adiabatic  index.    They  approach  a  maximum  of  

(+0.65)  and  a  minimum  of        (-0.10).    The  strongest  fluctuations  occur  in  this  case  and  the  period  

also  is  the  longest  for  any  adiabatic  index  case.    The  period  in  this  case  is  2.749  seconds. 

 

 As  the  adiabatic  index  decreases,  it  changes  the  coefficient  value  of  the  adiabatic  index  

term  in  the  elliptic  equation  and  yields  different  roots  for  the  equation  (and  hence,  equilibrium  

points  for  the  physical  actions  of  the  pulsations).    This  would  have  an  effect  on  the  overall  

frequency  solution  to  the  elliptic  solution,  causing  it  to  get  larger  (or  longer)  in  the  time  domain. 

     

Finding  the  adiabatic  index  through  observations  of  the  accretion  disk,  particularly  the  

inner  region,  of  a  source  similar  to  the  way  the  adiabatic  index  was  found  for  the  corona  of  the  

sun,  would  serve  as  a  way  to  constrain  the  ratio  of  spin  over  mass,  and  together  with  a  high  
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resolution  observation  of  the  event  horizon  with  a  large  telescope  and  using  the  equation: 

 

𝑟ு = 𝑀 + √𝑀ଶ − 𝑎ଶ;      (10.5) 

 

The  dimensionless  ratio  of  a  to  M  can  be  determined  by  comparing  the  measurement  of  

the  event  horizon  to  the  ISCO,  which  can  be  determined  by  finding  where  the  drop-off  in  the  

quality  factor  is  in  radial  terms  from  the  center  of  the  accretion  disk.    For  example,  the  ratio  of  

the  event  horizon  radius  to  the  ISCO  (Figure  40)  for  zero  spin  is  6  rS  to  2  rS,  or  3  to  1.    For  

maximal  spin,  the  ratio  of  rH  to  rms  (or  ISCO)  is  1  rS  to  1  rS,  or  1  to  1.     

 

But  it’s  difficult  to  glean  the  approximate  mass  or  spin  independently  of  each  other.    The  

adiabatic  index  𝛾  can  be  used  independently  as  a  way  to  pinpoint  both  the  mass  and  spin  of  the  

compact  object  source  in  question  by  using  the  epicyclic  frequency  relationship  between  the  

adiabatic  index  and  the  ratio  of  spin  to  mass,  to  determine  the  adiabatic  index  at  rms. 

The  epicyclic  frequencies  give  a  predictable  relationship  between  the  adiabatic  index  and  the  

ratio  of  black  hole  or  neutron  star  spin  to  mass  so  it  can  serve  as  an  identification  tool  to  

determine  the  approximate  mass  of  the  compact  object  to  a  higher  degree  of  accuracy  and  infer  

the  spin  of  same  object. 

The  relativistic  resonance  model  serves  to  provide  a  situational  context  for  the  

phenomenon  of  accretion  and  how  the  QPO  signals  emerge  as  a  natural  consequence  of  a  

vibrating  region  situated  along  the  inner  edge  of  the  accretion  disk.    The  QPOs  show  up  as  

prominent  peaks  in  the  spectrum  for  each  source  and  particularly  sharper  than  any  peaks  that  

would  emerge  from  pulsations  for  any  other  ordinary  star.    The  intense  gravity  of  the  compact  
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object  has  an  amplifying  effect  that  enhances  the  peak  to  prominent  amplitude  that  is  hard  to  

miss  in  observations.     

The  thermal  state  of  the  accretion  disk  gives  a  disk  spectrum  that  is  close  to  that  of  a  sum  

of  blackbody  contributions  from  different  radial  locations.    Its  shape  is  determined  by  the  radial  

distribution  of  temperature,  given  by  the  Novikov-Thorne  model,  which  is  dependent  on  the  spin,  

given  by  the  relation: 

𝑇 = 𝑇(𝑟, 𝑎∗);              (10.6) 

The  total  radiative  power  L  is  determined  by  the  averaged  temperature,  𝑇 = 𝑇(𝑎∗),  and  the  

surface  area  𝐴 = 𝐴(𝑎∗)  of  the  radiative  region.    The  total  radiative  power  is  given  as: 

𝐿 = 𝜎𝑇ସ  𝐴;            (10.7) 

By  calculating  different  spectral  shapes  and  the  power  of  different  a*  in  the  Novikov-

Thorne  model,  we  can  get  a  best-fit  estimate  for  the  temperature  and  area.    Inconsistencies  due  to  

assumed  flow  rates  lead  to  error  ranges  in  the  determined  mass  estimates  for  the  black  holes  in  

question. 

By  using  the  diskoseismological  approach  to  bring  in  the  independent  factor  of  adiabatic  

index  𝛾,  it  can  be  used  to  narrow  the  error  margin  on  mass  and  spin  estimates  for  the  compact  

object  in  question  and  the  approach  puts  the  phenomenon  of  the  QPO  signal  generation  in  a  

physical  context  that  points  towards  the  relativistic  resonance  model  as  the  salient  cause  and  

explanation  for  the  QPO.  It  can  help  clarify  any  assumptions  about  the  conditions  of  the  

accretion  within  the  inner  disk  and  make  it  possible  to  refine  our  understanding  of  the  inner  

workings  of  accretion  disks.     
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CHAPTER  XI   

CONCLUSIONS 

 

QPO  signals  emanate  from  compact  objects  that  are  situated  in  a  general  relativistic  

gravitational  field.    A  double  frequency  signal  detected  from  the  same  source  are  explained  as  the  

radial  and  vertical  epicyclic  frequencies  in  a  relativistic  resonance  model,  emanating  from  

infalling  matter  moving  through  a  curved  space-time  field  that  imparts  a  distinctive  beat  to  its  

oscillating  motion.     

I  applied  a  helioseismological  model  that  describes  surface  and  interior  oscillations  in  the  

sun  and  yields  a  characteristic  Keplerian  frequency  for  the  oscillations  of  its  solar  matter  at  the  

surface.    In  the  Newtonian  setting,  the  linearization  part  that  yields  the  expression  ఋோ
ோబ
  is  generally  

equal  to  one  in  a  flat  space-time.  Following  that  I  applied  the  method  to  a  general  relativistic  case  

in  a  cylindrical  reference  frame.     

In  the  general  relativistic  setting  some  differences  were  found.  The  difference  in  this  

model  with  the  Newtonian  expression  served  as  a  general  relativistic  correction  and  my  model  

was  amended  with  the  epicyclic  frequencies.    Since  Helioseismology  hinges  on  one  equation  

found  following  from  the  hydrostatic  equilibrium  condition  and  linearized  relations  of  R  and  P  

(radius  and  pressure,  respectively)  to  yield  an  eigenfrequency,  this  approach  was  applied  to  the  

two  eigenfrequencies  of  the  QPO  operating  in  two  different  dynamic  directions  (radial  and  

vertical)  from  a  specific  region  (inner  edge)  of  the  disk  and  serves  as  a  diagnostic  probe  into  the  
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area  to  indicate  the  driving  phenomena  behind  the  generation  of  the  signal.    In  contrast  to  

helioseismology,  diskoseismology  introduces  an  additional  degree  of  freedom,  which  provides  

movement  in  the  vertical  direction  as  opposed  to  only  in  the  radial  direction. 

In  this  work  two  expressions  are  found  for  ఋோ
ோబ
  and  ఋ௭

ோబ
  to  determine  the  general  relativistic  

corrections  in  either  direction  within  the  disk.    Using  these  newly  derived  expressions  I  explored  

the  range  and  nature  of  the  pulsations  in  the  inner  disk.    I  assume  a  relativistic  resonance  model  

for  the  disk,  with  the  QPO  signals  emerging  from  the  inner  edge  or  the  ISCO  (Innermost  Stable  

Circular  Orbit),  the  last  radius  where  the  orbits  can  remain  Keplerian  (space-time  is  sufficiently  

quasi-Newtonian  and  flat)  and  typically  regarded  as  the  inner  edge  in  all  cases  of  accretion  disks.    

Any  further  inward,  the  particles’  orbits  begin  to  precess  (as  a  result  of  the  curvature  of  the  Kerr  

space-time)  and  overlap,  resulting  into  increased  rates  of  collision  and  all  lateral  momentum  is  

dissipated  as  heat  and  radiated  away  and  results  into  a  fatal  free-fall  for  the  advecting  plasma  into  

the  event  horizon  of  the  black  hole  or  surface  of  the  neutron  star.    It  is  for  this  reason  that  the  

region  below  or  within  the  ISCO  is  called  the  “plunging  region”.    This  is  important  because  it  

shows  that  the  QPO  signal  cannot  come  from  material  below  the  ISCO.    The  signal  would  be  

suppressed  and  vanish  in  the  noise  in  the  x-ray  light  curve  due  to  the  turmoil  that  occur  in  the  

plunging  region.    I  argue  that  the  disk  must  behave  according  to  the  relativistic  resonance  model  

such  that  that  the  inner  disk  edge  vibrates  due  to  matter  moving  along  the  edge  of  the  plunging  

region  and  the  QPO  signal  emerge  as  a  result  of  the  vibration. 

 

In  Chapter  II,  the  boundary  layer  is  defined  by  requiring  R*  to  be  at  the  ISCO  because  it  

contributes  and  controls  a  significant  amount  of  the  luminosity  of  the  accretion  disk  that  contains  

the  QPO  signal  in  its  overall  power  spectrum.    The  same  region  set  at  the  inner  disk  edge  would  
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contain  standing  perturbations  in  the  region.    This  region  is  treated  as  a  boundary  layer  that  

modulates  the  luminosity  and  controls  the  scaling  of  the  frequencies  in  both  the  radial  and  

vertical  directions.    The  width  of  the  boundary  layer  is  calculated,  invoking  the  physics  of  the  

environment  and  the  dimensions  of  the  boundary  layer  reveal  the  physical  parameters  behind  the  

oscillations,  i.e.,  the  magnitude  of  the  vertical  oscillations  versus  that  of  the  radial  oscillations  

being  coupled  to  the  size  of  the  containing  region  and  the  ratio  of  the  height  to  the  radial  width.     

The  boundary  layer  model  was  adapted  into  a  cusp  layer  model  where  the  radius  was  

extended  outward  to  a  selected  radius  (specifically,  the  ISCO)  and  the  physical  parameters  

invoked  for  an  annular  region  containing  a  significant  luminosity  that  would  be  controlled  by  the  

region.    The  boundary  layer  imparted  its  scaling  onto  the  frequencies  of  the  radiation  emanating  

from  the  controlling  region.    An  equation  was  derived  to  give  the  dimensions  of  the  boundary  

layer  and  the  ratio  of  the  Keplerian  angular  frequencies  derived  from  the  equation  that  gives  the  

two  locations  of  the  ends  of  the  cusp  layer  comes  out  to  a  rational  ratio  of  3  :  2.    This  mirrors  the  

ratio  of  the  double  QPO  frequencies  detected  in  observations  for  a  number  of  QPO  candidates.    

In  the  calculation  done  here  the  two  QPO  frequencies  emerge  from  two  different  radii.         

 

In  the  relativistic  resonance  model,  a  coupling  factor  is  invoked  to  relate  the  vertical  and  

radial  epicyclic  frequencies.    Using  the  boundary  layer  calculations,  the  coupled  resonance  

equations  by  Abramowicz  in  a  2005  paper  were  explored  and  yielded  a  relation  for  the  coupling  

constant  𝜒  in  terms  of  the  pressure.    The  coupling  constant  is  strongest  where  the  pressure  is  the  

highest,  which  would  be  at  the  inner  edge.    Coincidentally,  the  sonic  edge  also  is  situated  at  the  

ISCO.     

We  find  that  the  vertical  and  radial  oscillations  would  be  the  most  strongly  coupled  at  the  
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ISCO.    They  also  would  be  the  most  strongly  coupled  at  the  equatorial  plane  and  their  signal  

would  emerge  most  strongly  where  the  flow  was  the  thinnest.    In  that  thin  region  the  signal  could  

emerge  without  being  scattered  or  re-absorbed  by  the  heated,  infalling  matter. 

For  higher  accretion  rates,  the  sonic  radius  (the  point  where  the  speed  of  sound  goes  from  

subsonic  to  transonic)  shifts  to  a  radius  below  the  ISCO,  which  would  explain  why  there  are  no  

double  QPO  frequencies  for  higher  mass  compact  objects  since  compact  objects  with  higher  

mass  tend  towards  higher  accretion  rates  which  cause  an  increased  separation,  or  dislocation,  of  

the  sonic  radius  from  the  ISCO,  which  would  lead  to  a  decoupling  of  vertical  and  radial  epicyclic  

frequencies.    Only  one  QPO  frequency  would  emerge  since  the  sonic  radius  would  fall  within  the  

plunging  region,  with  the  second  signal  lost  in  the  noise  due  to  the  turmoil  of  the  chaotic  

collisions  of  the  gas  particles.     

 

In  Chapter  IV,  I  discuss  the  heated  gas  as  it  spirals  in  towards  the  central  object  and  above  

a  specific  temperature  (~  104  K),  the  magnetic  field  flux  lines  become  frozen  into  the  plasma.    In  

terms  of  the  Blandford-Znajek  mechanism,  I  first  use  the  Li-Xin  model  to  compare  the  

comparative  strengths  of  the  magnetic  field  of  the  disk  and  the  compact  object  (black  hole  

ergosphere  to  be  specific).    The  black  hole  would  likely  be  rotating  and  if  contained  an  electric  

charge,  would  create  its  own  magnetic  field.    However,  in  nature,  black  holes  do  not  have  charge  

so  whatever  ambient  magnetic  field  would  come  from  the  plasma  trapped  within  the  ergosphere  

of  the  black  hole.    The  ergosphere  is  a  region  that  extends  from  the  event  horizon  to  the  static  

surface.    The  static  surface  is  where  matter  would  appear  to  be  moving  at  the  speed  of  light  to  an  

observer  far  away  from  the  black  hole  as  opposed  to  actually  travelling  at  the  speed  of  light.    The  

plasma  trapped  within  this  region  would  be  outside  the  black  hole  and  be  rotating  with  the  black  
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hole.  The  Li-Xin  model  was  used  to  find  that  the  black  hole  magnetic  field  was  weaker  than  that  

of  the  disk  magnetic  field,  except  in  the  case  of  near  maximal  spin.    So  the  disk  magnetic  field  is  

the  primary  source  for  the  magnetic  field  in  the  accretion  disk  system.    I  then  utilized  the  Li-Xin  

model  to  model  the  magnetospheric  radius  due  to  the  disk’s  magnetic  field,  where  the  flow  of  the  

ionized  matter  would  be  diverted  by  the  innate  magnetic  field  of  the  disk  to  a  significant  degree.    

As  far  as  the  model  goes,  no  significant  disruption  in  the  flow  of  the  gas  occurs  to  affect  the  

shape  or  dimension  of  the  trapping  region  to  a  significant  degree,  even  for  high  spin.   

As  stated  in  the  earlier  discussion  on  the  Alfven  radius,  the  ISCO  remains  the  effective  

edge  of  the  inner  disk  so  the  pulsations  will  reflect  off  that  radius  as  if  it  was  a  closed  boundary.    

For  any  electric  current  configuration  (dipole,  quadrupole,  multipole),  the  Alfven  radius  remains  

close  to  the  ISCO  as  far  as  to  be  indistinguishable  from  the  ISCO,  for  any  mass  measure.    The  

inner  disk  would  remain  thin  without  the  advection-hindering  effects  of  the  disk’s  magnetic  field  

that  serves  to  dam  the  incoming  material  and  divert  it  vertically  within  the  disk  or  upward  and  

towards  the  poles  for  the  purposes  of  providing  jet  material.     

 

The  inner  edge  of  the  disk  also  serves  as  a  closed  boundary  which  supports  standing  

waves  along  the  circumference  of  the  orbit  and  can  retain  integer  multiples  of  wavelengths  along  

the  length  of  the  circumference.    The  lowest  value  integer  wavelengths  would  have  higher  

amplitudes  and  would  be  more  discernible  than  higher-valued  integer  wavelengths.    This  would  

explain  the  higher  prevalence  of  the  parametric  resonance  (ratio  of  3  :  2)  of  the  epicyclic  

frequencies  in  contrast  to  higher  integer  ratios.      Multiple  double  QPO  frequencies  have  been  

found  with  the  3  :  2  resonance,  most  of  them  in  neutron  star  binaries,  but  a  small  number  have  

been  found  for  black  hole  binaries  with  this  persistent  feature.      All  other  cases  entail  only  one  
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QPO  frequency. 

The  inner  edge  of  the  disk  can  be  treated  as  a  membrane  with  boundary  conditions  of  

both  the  compact  object  and  the  disk  material  on  either  side  of  the  membrane,  set  equal  at  that  

radius.    The  compact  object’s  gravity  is  the  dominant  influence  and  imparts  its  effect  onto  the  

surface  of  the  inner  disk  to  a  prominent  degree.      It  also  serves  as  the  informing  source  for  the  

ISCO  orbit  that  contains  the  standing  waves.    The  orbit  radius  of  the  ISCO  also  serves  as  an  

equipotential  boundary  between  the  disk  self-gravity  and  the  compact  object’s  Kerr  gravity. 

 

In  Chapter  VI,  the  accretion  rate  is  discussed  at  length  and  is  significant  because  several  

variables  as  derived  by  Novikov  and  Thorne  in  1973  (Novikov  I.  a.,  1973),  depend  on  the  

adiabatic  index:  the  mass  accretion  rate,  the  radius  of  influence,  the  density  of  the  infalling  

matter,  and  the  temperature  distribution.    This  underscores  the  significance  of  the  adiabatic  index  

when  it  comes  to  accretion  disks.    The  diskoseismological  expressions  from  Chapter  IX  link  the  

adiabatic  index  to  the  mass  and  angular  momentum  parameter  of  the  compact  object  as  dictated  

by  the  QPO  frequency.    The  mass  and  angular  momentum  of  a  compact  object  can  be  determined  

independently  through  other  methods,  such  as  measuring  the  event  horizon  (by  the  methods  of  

Event  Horizon  Telescope)  and  detecting  the  location  of  the  QPO  by  finding  the  radius  where  the  

quality  factor  of  the  x-ray  emissions  drop  off  to  zero.  We  can  then  compare  the  ratio  of  the  radial  

lengths  of  the  two  quantities.    Because  the  event  horizon  and  the  ISCO  both  simultaneously  

shrink  inward  with  increasing  spin,  at  a  predictable  rate  for  each,  it  could  be  used  to  give  the  

dimensionless  ratio  of  the  angular  momentum  parameter  to  the  mass,  or  a/M.    That  ratio  can  be  

used  to  refine  the  mass  estimates  for  the  compact  object  under  observation,  and  when  those  

quantities  are  inserted  into  the  diskoseismological  expressions,  it  will  yield  the  value  of  the  
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adiabatic  index  at  the  ISCO.  Determining  that  value  yields  more  information  about  the  accretion  

disk  from  which  the  QPO  signal  originates.    That  information  can  be  used  to  refine  accretion  disk  

models.    Chapter  VII  explored  the  phenomenon  of  diskoseismology  and  how  the  disk  oscillations  

travel  and  translate  into  other  forms  of  motion  and  energy  within  the  accretion  disk.   

 

In  Chapter  VIII,  radial  pulsation  equations  are  explored  for  any  unique  properties  

inherent  in  the  phenomenon  and  what  information  it  can  yield  about  the  infalling  gas.    The  

classical  case  of  helioseismology,  when  it  comes  to  radial  pulsations,  is  set  in  a  spherical  

reference  frame.    I  used  the  same  methods  and  applied  them  to  diskoseismology,  taking  the  same  

radial  pulsation  equations  and  adapting  them  for  a  cylindrical  reference  frame.    In  deriving  the  

adiabatic  relation  for  a  disk  distribution,  the  geometry  of  a  cylindrical  disk  yielded  an  expression  

for  the  ratio  of  height  to  radius  for  a  geometric  condition.  When  applied  to  the  ratio  of  vertical  to  

radial  epicyclic  frequencies,  it  gives  a  requirement  that  the  speed  of  sound  be  equivalent  to  the  

Keplerian  speed  at  a  particular  location.    It  also  yields  a  particular  resonance  of  3  to  2  between  

the  epicyclic  frequencies  at  that  point.    In  this  case,  the  two  QPO  frequencies  emanate  from  the  

same  radius. 

In  Chapter  IX,  we  explored  the  radial  pulsation  equations,  which  are  harmonic  oscillator  

equations  extended  in  terms  of  a  fractional  displacement,  డோ
ோ
,  and  can  yield,  depending  on  how  

many  powers  in  that  term  one  can  truncate,  more  than  one  solution.    Since  డோ
ோ
  typically  is  less  

than  one,  any  ascending  powers  of  the  term  can  be  neglected  (usually  the  first  and  higher)  and  a  

simple  harmonic  oscillator  equation  is  obtained.    It  also  has  a  characteristic  angular  frequency  in  

terms  of  the  Keplerian  angular  frequency  multiplied  by  an  adiabatic  index  term.     

When  further  powers  of  the  displacement  term  are  examined,  up  to  the  first  term,  one  gets  
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an  Abel  ordinary  differential  equation.    If  further  powers  are  included  up  to  the  second  term,  an  

elliptic  equation  is  obtained.    In  this  case,  the  elliptic  equation  is  numerically  evaluated  to  get  the  

frequency  solution  for  each  case  of  the  adiabatic  index.    For  different  values  of  the  adiabatic  

index,  starting  from  that  of  an  ideal  gas,  a  period  and  displacement  range  is  obtained.    As  the  

adiabatic  index  value  decreases  with  each  computation  of  the  frequency  value,  the  period  grows  

longer  in  time  and  the  perturbations  slowly  increase  in  magnitude.    The  largest  perturbation  

values  are  obtained  for  the  adiabatic  index  of  a  relativistic  gas,  indicating  a  relativistic  

environment  is  needed.    As  the  adiabatic  index  value  decreases  towards  unity,  the  period  would  

grow  even  longer. 

 

The  elliptic  equation,  when  handled  with  a  numerical  fitting  treatment,  also  gives  a  radial  

potential  equation  yielding  information  about  the  pulsating  matter.    I  found  that  for  each  root  of  

the  equation,  there  exists  an  equilibrium  point  where  matter  would  tend  to  settle  in  a  potential  

field  and  with  a  particular  condition  (value  of  q),  the  range  of  motion  is  revealed.    The  value  of  q  

is  indicated  by  initial  conditions,  or  the  square  of  the  initial  velocity  at  the  start  of  the  

perturbation  action.    With  a  positive  q,  the  range  of  motion  is  divided  into  two  oscillatory  

regions,  while  with  a  negative  q,  a  single  range  of  distorted  motion  exists  over  a  single  region.     

 

Taking  the  second  derivative  of  the  radial  potential  expression  with  respect  to  x  and  then  

inserting  each  root  of  the  same  equation,  can  give  us  the  angular  frequency  for  each  root.    The  

ratio  of  the  angular  frequencies  is  found  by  dividing  the  square  root  of  the  larger  value  (positive  

root  of  the  potential  expression)  by  the  square  root  of  the  smaller  value  (negative  root  of  the  

potential  expression).    This  was  the  result  that  gave  a  general  solution  to  the  ratio  of  the  
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frequencies  and  dependent  on  the  B  term  in  the  solution. 

 

The  adiabatic  index  term  (B)  controls  the  value  of  the  integer  ratio.    For  decreasing  values  

of  n,  the  value  of  B  decreases  as  well  and  becomes  more  negative.    For  the  adiabatic  index  term  

derived  for  a  spherical  reference  frame  with  a  value  of  n  =  4    (4 − 3𝛾),  and  the  ideal  gas  

adiabatic  index  of  5/3  inserted  into  the  equation,  which  yields  a  value  of  𝐵 = −1,  an  integer  ratio  

of  2  to  1  is  found.   

   

The  adiabatic  index  term  for  a  cylindrical  reference  frame  with  a  value  of  n  =  3,  (3 −

3𝛾),  in  the  case  of  an  ideal  gas,  which  gives  a  value  of  𝐵 =   −2,  gives  an  integer  ratio  of  5  to  3  

(~1.66). 

 

The  next  adiabatic  index  term  with  value  of  n  =  2  (2 − 3𝛾, and  𝐵 =   −3),  in  the  case  of  

ideal  gas,  gives  the  magic  ratio  of  3  to  2  (3  :  2,  or  1.5).    For  that  integer  ratio,  as  far  as  the  radial  

potential  expression  is  concerned,  a  different  reference  frame  is  effective  in  terms  of  explaining  

the  pulsations  of  the  matter.     

 

A  more  conflated  reference  frame  is  responsible  for  generating  the  integer  ratio  of  the  

angular  frequencies,  in  the  case  of  ideal  gas.    When  the  index  for  relativistic  gas  (4/3)  is  inserted  

into  the  second  derivative  of  the  radial  potential  expression  with  respect  to  x,  it  also  yields  an  

integer  ratio  of  5  to  3  (5  :  3)  for  n  =  2.    The  integer  ratio  of  the  frequencies  due  to  the  adiabatic  

index  for  relativistic  gas  (in  the  cylindrical  reference  frame)  is  the  same  as  that  for  the  adiabatic  

index  of  ideal  gas  in  the  spherical  reference  frame.    The  integer  ratio  of  the  frequencies  for  the  
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relativistic  gas  index  for  one  reference  frame  with  a  value  of  n,  will  equal  that  of  the  integer  ratio  

due  to  the  index  for  ideal  gas  in  a  reference  frame  with  a  value  of  𝑛   − 1. 

So  based  on  this  trend,  a  lower  n  (specifically,  n  =  1)  will  yield  a  3  :  2  resonance  in  the  

case  of  relativistic  gas.    This  scenario  is  unlikely  since  the  gas  would  only  become  relativistic  

near  the  event  horizon  and  the  QPO  signal  with  that  integer  ratio  would  only  emerge  from  the  

ISCO  in  the  case  that  the  compact  object  was  near  or  at  maximal  spin.    In  that  case,  the  ISCO  

would  have  retreated  all  the  way  down  to  near  or  at  the  same  radius  as  the  event  horizon  itself. 

The  implication  of  the  3  :  2  ratio  in  the  QPO  frequencies  in  this  context  is  that  the  gas  

would  tend  to  have  a  higher  adiabatic  index,  and  the  inner  disk  in  the  double  QPO  frequency  

case,  would  operate  in  a  different  reference  frame,  one  distinct  from  that  of  the  cylindrical  or  

spherical  ones.     

 

I  found  implications  of  the  fractional  displacements  and  pulsation  ranges,  for  each  case  of  

the  adiabatic  index,  for  each  value  of  the  spin  parameter  a.    The  elliptic  equation  solution  is  

found  and  numerically  evaluated  and  plotted  for  each  value  of  the  adiabatic  index.     

I  found  that  the  radial  fractional  displacement  at  a  fixed  radius,  set  at  the  ISCO,  is  more  

sensitive  to  the  spin  of  the  compact  object  than  the  vertical  fractional  displacement  at  the  same  

radius.    As  spin  reaches  its  maximum  possible  value,  the  radial  displacement  moves  towards  

infinity,  implying  an  explosive  expansion  outward  from  the  ISCO.    The  vertical  fractional  

displacement  is  more  stable,  only  increasing  steadily  to  a  value,  which  is  twice  that  of  zero  spin,  

at  maximum  spin.    The  pulsations  are  more  stable  in  the  vertical  direction  (in  the  cylindrical  

reference  frame),  than  in  the  radial  direction  (parallel  to  the  equatorial  plane).    The  radial  

displacement  turns  negative  for  median  values  of  spin  for  the  relativistic  gas  index,  which  
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implies  negative  work  is  being  done  and  heat  was  being  released  instead  of  gained  and  

supporting  the  pulsation  activity.    For  median  values  of  spin,  all  other  index  values  also  showed  

decreased  displacements  but  they  all  increased  again  as  the  spin  increased  towards  the  maximum. 

 

The  displacements  are  plotted  across  a  radial  range  for  different  values  of  spin  (for  each  

individual  value  of  the  adiabatic  index),  and  in  the  case  of  ideal  gas,  the  pulsations  are  most  

pronounced  within  a  few  Schwarzschild  radii  of  the  inner  disk  edge  and  as  the  spin  increases,  the  

distribution  of  the  displacement  peak  changes,  with  the  peak  shifting  to  a  lower  value  and  the  

peak  broadening  outward.    This  indicates  the  pulsations  occurring  in  a  broadening  annular  ring  

that  widens  as  the  spin  of  the  compact  object  increases.    The  same  thing  occurs  with  decreasing  

adiabatic  index  value,  although  the  displacements  drop  in  value  across  all  radii.    For  relativistic  

gas,  the  displacement  turn  negative  at  a  radius,  starting  at  a  radius  of  about  2.0  rS,  for  a  spin  

value  of  0.5  and  increasing  from  there.    This  implies  no  pulsation  activity  is  supported  for  

relativistic  gas  with  a  spinning  compact  object  spinning  at  half  the  maximum  possible  speed  or  

above  that,  at  extended  radii  within  the  accretion  disk.    The  negative  work  indicates  a  dissipation  

of  heat  beyond  that  radius  and  the  positive  work  indicates  a  retaining  of  heat  within  a  close  

annular  region  within  the  inner  disk. 

 

It  indicates  the  nature  of  the  gas  responsible  for  the  QPO  signal  will  be  likely  confined  to  

a  region  that  is  filled  with  gas  that  is  likely  to  be  ideal,  rather  than  relativistic.    Although  a  lower  

adiabatic  index  (adjusted  mix  of  ideal  and  relativistic  gas)  will  still  support  pulsation  activity  for  

any  spin  of  the  compact  object,  up  to  a  point.    The  lowered  adiabatic  index  will  indicate  an  

increasingly  concentrated  annular  region  of  heat  that  closes  inward  to  the  inner  disk  edge  and  
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contain  the  pulsation  activity. 

The  vertical  displacements  show  a  similar  trend  to  the  radial  displacements  over  a  radial  

range  but  reaches  lower  maximum  peak  values  compared  to  that  of  the  radial  displacements.    

They  also  decrease  in  amplitude  for  lower  adiabatic  index  values.    The  vertical  displacements  do  

differ  from  the  radial  displacement  in  that  they  all  reach  floor  values  that  remain  constant  for  all  

radii  outward,  indicating  steady  heat  retention  over  a  distance  from  the  equatorial  plane.     

With  zero  spin  for  any  adiabatic  index  value,  there  is  a  flat  constant  value  for  all  radii  (1.0  

for  𝛾 = 5/3,  0.5  for  𝛾 = 3/2,  and  0  for  𝛾 =  4/3.    As  the  spin  increases,  the  displacement  starts  to  

gather  up  into  peaks  that  shoot  up  then  drop  in  amplitude  and  broaden  with  increasing  spin.    In  

the  relativistic  gas  case,  the  amplitude  drops  to  around  1.0  for  a  variety  of  spin  values  and  slowly  

spreads  out  with  increased  spin.    This  indicates  retention  of  heat  for  all  radii  in  the  vertical  

direction  although  to  a  diminished  extent.     

 

The  solution  to  the  elliptic  equation  for  the  radial  displacement  was  numerically  

evaluated  and  yielded  different  periods  and  radial  displacements  for  each  adiabatic  index  value  

(1.66,  1.6,  1.5,  1.4,  and  1.33).    The  smallest  radial  displacements  were  found  for  that  of  ideal  gas,  

and  as  the  adiabatic  index  dropped,  the  displacements  increased,  until  they  reached  their  largest  

values  for  that  of  relativistic  gas.    The  periods  also  became  longer  as  the  adiabatic  index  

decreased,  from  that  of  2.18  seconds  for  𝛾 = 5/3,  to  2.75  seconds  for  𝛾 = 4/3.      As  the  

adiabatic  index  drops  further,  the  period  will  get  even  longer. 

 

A  number  of  models  have  been  considered  here  and  explored  to  find  characteristics  that  

can  explain  the  emergence  of  the  quasi-periodic  oscillation  signals  that  manifest  in  x-ray  
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radiation  from  numerous  binary  systems.    The  QPO  signals  can  either  occur  in  one  single  peak  in  

the  frequency  spectrum  derived  from  an  x-ray  light  curve,  or  a  double  peak,  in  some  cases.    The  

interesting  feature  for  double  QPO  peaks  is  that  they  always  occur  with  a  rational  resonance  

ratio.    The  most  prominent  ratio  is  that  of  3  :  2,  and  a  number  of  models  have  arrived  at  that  

resonance  ratio  as  a  feature.    The  boundary  layer  model,  extended  to  the  inner  disk  edge,  

recreates  the  characteristics  and  the  scaling  of  the  epicyclic  frequencies.     

A  geometric  condition  (equation  8.63)  due  to  reconciling  the  coefficients  of  the  

cylindrical  and  spherical  reference  frames  where  the  accretion  would  become  Bondi  (or  free-fall)  

accretion  also  yields  a  specific  ratio  between  the  radius  and  height.    When  this  condition  is  

invoked,  with  the  ratio  of  Keplerian  velocity  and  speed  of  sound,  it  yields  the  3  :  2  resonance  of  

the  vertical  and  radial  frequencies,  due  to  equation  (8.64).     

 

The  elliptic  equation  also  yields  a  radial  potential  equation  that  also  creates  the  conditions  

for  a  3  :  2  resonance  in  the  case  of  ideal  gas  that  requires  a  particular  reference  frame  for  the  

accretion  disk  scenario.     

Ultimately  results  of  my  dissertation  could  be  used  to  explore  testable  implications  that  

can  be  resolved  with  the  LOFT  satellite  mission.    Large  Observatory  for  X-ray  Timing  (LOFT)  is  

a  proposed  ESA  space  mission  slated  to  launch  around  2022,  and  is  dedicated  to  the  study  of  

neutron  stars,  black  holes,  and  compact  objects  by  means  of  their  rapid  x-ray  variability. 

The  source  of  the  QPO  origin  can  be  resolved  with  more  observations,  like  LOFT,  and  

more  extensive  knowledge  of  the  conditions  within  accretion  disks.    Such  knowledge  would  help  

refine  our  understanding  of  accretion  disks  and  binary  systems  in  general.    Most  stars  are  found  

in  binary  systems  and  understanding  these  systems  would  help  us  understand  a  major  component  
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of  the  universe.    We  would  reinforce  and  expand  our  understanding  and  comprehension  of  the  

astronomical  fundamentals  that  operate  in  these  systems.    A  QPO  signal  embodies  more  

information  and  can  serve  as  an  incisive  probe  into  the  mechanics  of  an  accretion  disk  and  binary  

systems  in  general  and  reveal  a  lot.    By  using  diskoseismology  to  connect  the  QPO  signal  to  the  

adiabatic  index,  which  is  connected  to  a  lot  of  quantities  within  the  disk,  it  can  be  turned  into  an  

observational  tool  by  itself.    It  would  resolve  a  number  of  questions,  particularly  the  density  and  

temperature  distributions,  among  other  quantities  involved  when  it  comes  to  the  composition  and  

internal  anatomy  of  accretion  disks.  By  confirming  the  adiabatic  index,  it  yields  these  quantities  

in  one  single  swoop  and  gives  us  a  lot  of  information  about  the  accretion  disk.  This  information  

can  be  used  to  further  refine  accretion  disk  models.    So  QPOs  shed  more  light  on  the  subject  

matter  than  just  the  nature  of  the  x-ray  radiation  in  which  they  manifest. 
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